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ERRATUM. 



The first equation of p. 5 of this volume should bo. 



instead of 



i = JJFG w 



^ = \/'JF6. 
ät 



COERECTION. 



Mon mémoire: Sur quelques conséqnences arithmétiqnes des formnles de la 
ihéorie des fonctions elliptiqueSj publié dans le tome 5 des A c ta Mathem a ti ca, 
contieut å la fin du § V, p. 315, la formule suivante: 



^«(* "^^ ^) "^ ^^»("^ ■*" ^) ■*"••• "^ ^"^ ~ ^^^'i'' "^ 



m — I 
m 

m — 1 



= E^{mx) — mE^{x). 

M. Stern m'a fait la remarque qu'elle a été écrite inexactement et qu'on doit 
la remplacer par celle-ci: 



m — I 



+ {m—i)EJx—^) 4- (m—2)EJx — ^) + ... + eJx — 

= E^{mx) — mE^(x). 
Paris, 19 Mars 1880. Oh. Hermite. 
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ON THE PART OF THE 

■ 

MOTION OF THE LUNAR PERIGEE 

WHICH IS A FUNCTION OF THE 

MEAN MOTIONS OF THE SUN AND MOON ' 

BY 

G. W. HILL 

in WASUINOTOM. 

• 

For more than sixty years after tlie publication of the Principia, 
astronomerö were puzzled to accouiit for the motion of the lunar perigee, 
siinply because they could not conceive that tenns of the seeond and 
higher orders, with respect to the distiirbing force, produced niore than 
half of it. For a similar reason, the great inequalities of Jupiter and 
Saturn remained a long time unexplained. 

The råte of motion of the lunar perigee is capable of being deter- 
mined from observation with about a thirteenth of the precision of the 
råte of mean motion in longitiide. Hence, if we suppose that the mean 
motion of the moon, in the century and a quarter which lias elapscd 
since Buadley began to observe, is known within 3", it follows that the 
motion of the perigee can be got to within about the 500,000^*' of the 
whole. None of the values hitherto computed from theory agrees as 
closely as this with the value derived from observation. The question 
then arises whether the diserepaney should be attributed to the fault of 
not having carried the approximation far enough, or is indicative of 
forces acting on the moon which have not yet been considered. 



* Reprinted, with som additions, Irom a paper publishcd at Cambridge 'U. S. A., 1877. 
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2 G. W. Hill. 

Tliis questlon caiinot be decisivcly answered iintil soiiie method of 
computing the quantity considered is ernployed, which eiiables us to say, 
with tolerable security, that the neglected terms do not excecd a certuin 
limit. If other forces besides gravityhave a part in determining the 
positions of the heavenly bodies, the moon is unquestionably that onc 
which will earliest exhibit traces of these actions; and the motion of the 
perigee is one of the things most likely to give us .advice of them. 
Hence I propose, in this memoir, to eompute the valiie of this quantity, 
ISO far as it depends on the mean motions of the sun and moon, with a 
degree of accuracy that shall leave nothing further to be desired. 



t. 



I. 

Denoting the ' potential function by i2, the differential equations of 
motion of the moon, in rectangular coördinates, are 

iVx^ _dä (P,/ _ dä 

(O \U^ ~ djr' dt' ~~dii' 

When terms, involving the solar eccentricity, are neglected, as is done 
here, it is known that these equations admit an integral, ^ the Eulerian 
multipliers for whieh are, respectively, 

n' being the mean angular motion of the sun. When the equations are 
multiplied by these factors and the products added, it is seen that, not 
only is the resulting first member an exact derivative with rcspeet to /, 
but that the second is also the exact derivative of Q. Hence the intejrral is 

(2) —^-j^. n ^j^ - - iJ + C . 



As Jacobi was the first to announcc this integral (Coniptes rendus de Taca- 
déniio de^s scicncea de Paris, Tonie Til, p. 59), wc shall take the Hberty of calling 
it the Jacobian integral. 
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Let US iiow Slippose that the luiiar iiiequalities indepeiitleiit of the 
eccentricity, that is, tliose having thc argument of the variation, have 
already been obtained, and that it is desired to get those whieh are 
multiplied by the simple power of this quantity. Denoting the latter by 
dx and dy^ and, for convenienee, putting 

dy dy _ d'ij 

^U' '"' ' d.rd\i ■" "^' d,/ ^ ' 

which will be all known funetions of t, Ave shall have the linear diffe- 
rential equations 

(3) -,i{r = Jio^^ + 'Joih "(^ - l^oy + Jdt. 

The Jacobian integral also, being subjected to the operation o, fnr- 
nishes another equation. Ilere we notice that when the arbitrary constant 
C is developed in ascending powers of e, only even powers present theni- 
selves, hence we have oC == o. In the equation, moreover, the partial 
derivatives of ii niay be replaced by their equivalents, the second diffe- 
rential quotients of the eoördinates. Then, it is evident, the resulting 
equation inay be written 

, . j^dd.K . .^ddij dF ^ dG ^ 

^^^ dt ' dt dt dt ^ 

This is plainly an integral of equations (3) with the special value o 
attributed to the arbitrary constant. For taking the derivative of it with 
respect to /, 

jA^flc , .,(7v?v d'F , d'G , 

(5) l^ -äf^ + <^ at^-^^^--äi^<'!i - ^' 

Hence the Eulerian inulti])liers, for obtaining (4) from (3), are, for 
thc first equation, F, and for the second, (J. Making the multiplication 
and coinparing the result with (5), we get the conditions 

(6) '^' - JIF + JG, '^ = KG + JF. 



v 
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On comparing these with (3), we gather at oncc that the system of 

equations 

dx = F, dy =- G, 

is a particular solutioii of equations (3); and it also satisfies (4). This 
solution, being composed 'of terms having the same argument as the 
variation, is foreign to the solution we seek, and, in consequence, the 
arbitrary constant, multiplying it in the complete integrals of (3), must, 
for our problem, be supposed to vanish. But advantage may be taken 
of it to depress the order of the final equation obtained by elimination. 
For this purpose we adopt new variables p and ö", such that 

Ox = Fp^ dy = Ga. 

Relations (6) being considered, (3) and (4) then become 



.^d^a , dG da , i^jv \ 



di di 



Writc the first equation 






and adopt a new variable A such that 



di-^ ^ ^'^ di-—^' ^- 



If these values are substituted in X\\Q; equation after dividing by JFG 
and differentiating it, we get 
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Let US now assumc a variable w such that 

dt — V»^^' 

The second term of (7) is removed by this transformation, and the equa- 
tion takes the form of the reduced linear equation of ,the second order, 

(8) ^)'+Öw = o, 

in which, after somc reductions, 

^^^ ^ = — Fä + ^df^ ^ l~^dr~. 

It will be perceived that interclianging i<^and G produccs no change 
in 8: hence had we eliminated p instead of ^r, the equation obtained 
would ha ve been the same; and this is true in general, — we arrive 
always at the same value for 0, no matter what variables may ha ve 
been used to express the original differential equations. From this we 
may conclude that 8 depends only on the relative position of the moon 
with reference to the sun, and that it can be developed in a periodic 
series of the form 

8q + <y, cos 2r + 8.^ cos 4r + . . . , 

in which r denotes the mean angular distance of the two bodies. 

It may be noted also that 8, as expressed above, does not involve 
the quantities // and K. It is obvious that, by means of the original 
differential equations, all second and higher derivatives may be eliminated 
from this expression, and that the Jacobian integral suffices for eliminating 
the first derivative of one of the variables. But it is not possiblc to 
express 8 as a function of the coördinates only without their derivatives. 



\ 
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II. 

As the reduction of Ö, in the form just given, presents soine diffi- 
culties, we will derive another from differential equations in terms of 
coördinates expre^ssing the relative position of the moon to the sun. 

Let the axes of rectiinguUir coördinates have a constant velocity of 
rotation, so that the axis of x constimtly passes through the centre of 
the sun, and adopt the imaginary variables 

"^u = x + 1/ yj^i , ti = x — i/ y ~ T, 

and put s'^ ^ = (f. In addition, let D denote the operation J— i , 

so that 

and m denote the ratio of tlie synodic month to the sidereiil year, or 



u 
n — - 11 



and /i being the sum of the masses of the earth and moon, 



Lastly, putting 



"" (a - ny 



(lo) iI=~L + lm\u + s)\ 

the differential equations of motion are 



(»o 



D^ii + 2n\I)u + 2^ = o, 



IPs — 2ml)s + 2 -,-- =-: o. 



Multiplying the first of these by l)s^ the second by Du^ adding the 

products and integrating the resulting equation, we ha^-e the Jacobian 

integral 

l)id)s + 2U -- 2 C. 
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When thc last throe cqiiations are siibjected to the operation J, the 
results are 

IPou + 2mD(}u + 2-j—z-du + 2 -JA ds = o, 

duds ds 



(12) 



D^.^. 



os 



— 2mDds + 2-j—ros + 2 -j—. du = o, 

duds dxr 



DuDds + DsBdu +2 -^aw + 2 V- ^^ = o. 

du ds 



If, in these equations, the symbol () is changed into D, they evidently 
still hold, since they then become the derivatives of the preceding equa- 
tions. Hence the system of equations 



du = Du, 



ds == Ds, 



forms a particular solution of them. For a like purpose as before, let 
US adopt new variables v and iVy such that 

(ht = Du . v , ()s = l)s . w . 

In terms of these, equations (12) become 

Du.D-^v + 2 [Ifu+mDa\Dv+[D^i + 2m7)*«-l- 2 ^ /)«]«'+ 2 ^^'-? J)s . et- = o. 



DtiDs.D{v + w) + 



DsD'u + 2^Du 

du 



v+[ 



nuD*s + 2 ^Ds\ w 



=0. 



If the second and third derivatives of m and s are eliminated from 
these equations by means of equations (ii), we get 



(13) 



Du. D^v — 22^+ mDu Dv — 2 ^--^Ds.{v — tv) 
Ds . D^w — 2 I 2 ^7 mDs Dw — 2 ^ Du. {w — v) 



= o, 



= o, 



DuDs.D{o + ui)— 2 



dQ 



dä 



-r-Ds r- Du 4- mDuDs 

ds du 



{v — w) = o. 



8 G. W. Hill. 

If the first of these eqimtions is multipHed by DSy the second by 
DUy and the products added, the resulting equation will evidently be 
the derivative of the third; but if the products are subtracted, the second 
from the first, we get 

DuDs . D\v — w)— 2l)Q.D{v — tv) 

For brevity we will write 

A =-r-^Ds — -i— Z>w 4- mDuDs, 

ds au 

and put 

then the last two equations, which will be those employed for the solution 
of the problem, become 



(M) 



DuDs.Dp — 2A.<T = o, 



D[I)uI)s. D(i\ — 2å..Dp — 2 [^ Bli'' + ^-^Ds^ 



ö" = o. 



Eliminating J)p between these equations, a gingle equation, involving 
only the unknovvn <t, is obtained, 

(.5) HDuDs.M-.[^,Du'+''^l>.' + ^]<.- o. 

In order to remove the term involving Dtr^ a last transformation 
will be made; we put 

w 



a = 



siDuDs 



Then the differential equation, determining w, is 
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in which 

_ 2 r^ n » -u '^ 7) »1 4- / 2^ v j^_ f o^ X 

~ DuDb Ldu* "^ d«' j "^ \DuZ)«/ DuZ)» LDuDsA ' 

But we have 

du ds 

du duds ds du ds 

in which, from the latter equation, have been eliminated the siecond 
dcrivatives of u and s, by means of their values obtained from equations 
/ (ii). From these is obtained 

D'ii + V. A =:y-i ^'* + 2^-j-DiiDs + -7-j Z?5^ + rp—p- m^DuDsy 

DuDs du^ duds ds* DuDs 

on substitution of which in the value of #, there results 

The partial derivatives of i2, involved in this expression, have the valuea 

(£m 2 r" '4 v I >" 

dSi i X , 3 0/ . \ 

du* 4 r* * 4 ' ' 

d^S I X . 3 o 

duds 4 r* '4 ' 

f£/»" 4 r'' '4 ' 

Arta malhfmatien. 8. Iinprimé le 8 Fi*vrler 18K«. »2 
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where, for ms, has beeri written r', the square of the moon'8 radius vector. 
After the substitution of these, it will be found that we can write 



^[uDs-BDuY + m'(Du-Dsr , 



ill which 



A = [— ^ ^ + ^ m'] [uDs — sDti] — ^ m\uDu — sDs) + 2m(C — Q), 

This expression for Ö, from which all derivatives of u and s, higher 
than the first, have been eliminated whenever they presented tbemselves, 
18 suitable for developmelit in infinite series, when the method of special 
values is employed. The quadrant being divided into a certain nuinber 
of equal parts with reference to r, we compute the values of the four 
variables w, 5, Duj and Ds of which Ö is a function, for these special 
values of t, and by substitution ascertain the corresponding values of 0. 
From the last, by the wellknown process, are derived the several coef- 
iicients of the periodic terms of 0. A discussion of the lunar inequalities, 
Avhich are independent of every thing but the parameter m, shows that 
the values of u and s have the form 



U — • ^^^8|^ , o — - ^^^8^^ , 



where i receives all integral values from — co to + co, zcro included, 
and the coefficients a^ are constant, being equivalent each to the same 
constant multiplied by a function of m which is of the 21^^ order Avith 
respect to this parameter. 

By taking the derivatives 



— 2f-l 



Du = r,(2? + i)a,r^+S J^s = — Z,(2^ + i)a,C 

It will be seen-from these equations that, in the terms where i is large, 
we will be subjected to the iiiconvenience of having the errors, Avith which 
tho coefficicnt."^ a, are ncccssarily attccted, multiplied by large inimbers. 
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This will be avoided by employing, in the computation of Ö, the for- 
mula 

uDs — sDu = 2mr' — ^ m'D-'{u' — s'), 

where I)~^ denotes the inverse operation of B, This does not give thc 
eonstant term of uBs — sBu^ but this can be obtained from the ex- 
pression 

— 2t.,{2i + i)a?, 

which is not subject to the difficulty mentioned above. Wherever T)u 
and Ds occur elsewhere in the formula for S^ they are multiplied by 
the small factor m^, and, in consequcnce, the given formulae sufficc. 

This mode of proceeding will give only a numerical result: if we 
wish to have m left indeterminate in the development of Ö, it will be 
advantageous to give the latter another form. In this casc there is no 
objcction to the appearance of second and third derivatives of u and ^^ 
in the expression of Ö. 

From the value of D^fi, previously given, it is easy to conclude that 

'^duds ^\DuDs) "^ ""™ DuDs "^2!. DiiDs J ' 

If this is substituted in the expression first given for 0, and we notc that 

A = - [DulJ''s — DsWu] — mDuDs, 

the latter being obtained by substituting in the previously given value of A, 
the values of the partial derivatives of H given by equations (i i), we get 

,8) .._L4+.']+4KS?-^) + 4 






ny 
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For-the developmcnt of thc first term of this expression, we caii employ 
either of the foUowing equations which result from equations (ii), 



;, D*u + 2mDu + \m'8 , 5^, 

;:^+'" = u — + 2*" 



8 * 2 ' 

which, if one studies syininetry of expression, may be written 

=[t—]'+ 4?—]+-^ -'[■+"]' 

and if half thc sum of the second members is substituted for the first 
term in (18) we shall have a singularly symmetrical expression for 0, 
If the values of u and s in terms of C are substituted in the first 
of these equations, we get 



5 ^ 2:, [41(1 + I + m)a, + ^m'a-f_i] C 



r2i 



Let the last term of thc second membcr of this equation be denoted by 
thc series 

since r is a series of cosines, we must have, in consequencc of the equa- 
tions of condition which the a^ satisfy, R_^ = 1?,, and the equations, 
which determine these coefficients, can be obtained from the formula 

^jBi^jBj = 4i{i + I + m)a, +|m'a_,_i, 

when we attribute to i, in succession, all integral values from / = o to 
^ = 00, or which is prefcrable, from i = o to i = — co. The following 
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are all the equations and terms which need be rctained when it is pro- 
posed to neglect quantities of the same order of siiiallness as m^^; 



ao-Bo + (»1 + a-O^i + (»2 + a-s)^?^ = 



3 miSa 

2 *' 



a_ijRo + (»o + 8-2)^1 + »1^5 



— 4ma„i +|m'ao, 



a.^l^o + (a-i + a-s)^! + »0^, + z^R^ = 8(1 — m)a_, + ;m'a,, 



B_^Ri + a_iJBa + 00^3 



= 12(2 — m)a_3 +|m'a„ 



a^s^i + 8-2^2 + a_i2?8 + aoZJ4 



= 16(3 — m)a:4 +|m'a3. 



For the purpose of illustrating the present niethod, we content 
oursclves with giving the foUowing approximatc formula: — 



I +-2m + ^ "»■■'— ^ m'a. + 4'na_i(a, + a_,) + [^ "«» — 4ma_,] {C + ^~') 



5 _2 3 -^2 
Ill 



+ [8(1 - m)a_, + I m«(a, - ai,) + Am»u]{C + O, 

where, for convenience in writing, it has been assumed that a© == i, and 
conscquently that a^ denotes here the ratio to a^^, which, as has been 
mentioned above, is a function of m. The absolute term and the coef- 
ficient of C* + C~* are affected with errors of the eighth order, while 
the coefficient of C^ + C~* is affected with one of the sixth order. 
We attend now to the remaining terms of Ö. If we put 



D'u r,(2i+ ifaiC 



11 



Dv. z:,(2t+ i)8.c** 



^iU,C, 



it is plain that we shall have 



D'8 



2_ »—21 



i:c(2i + i)BiC 



— 2i 



— yi TT ^-'^* 
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and in consequence, 



K^-w)-^.i('^'.+^-)^'' 



I /DSi . D'8 



Froin this it will be seen that the development of ~- will sufficc 
for obtaining all the remaining terms of 0. Let us put 

Ä, = (2i + i) a,. 

The equations which deterniine the coefficients f/, are given by the foriuula 

Z>,_,c{;. = (2i+ i)Ä„ 

but, in order to exhibit some of their properties, I write a few, in extmso, 
thus: 



(19) ...+h,U_, + h, U_, + ho {Uo—i) + fi^iU, + h^,U,+ ...= o , 
... +ÄglL2 + Ä3 U_i + hi {Uo—i) + ho U^ + h^iU^+ ...= 2Ä1 , 



When the subscripts of both the h and U in these equations are 
negatived, and the signs of the right-hand members reversed, the system 
of equations is the same as before. Hence, if we have found the value 
of Z7,, which is a function of the h, the value of l/L^ will be got from 
it by simply negativing the subscripts of all the h involved in it and 
reversing the sign of the whole expression. When this operation is ap- 
plied to the particular unknown U^ — i, we get the condition 
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whence we have, rigorously, 

U, = I. 

This result can also be éstablished by the aid of a definite integral. 

The absolute tenn, in the development of — ; — in powers of C? is given 

D n 

by the definite integral 

^^ JjV + l 

a u 




The indefinite integral of the expression under the sign of integra- 
tion is 



, d^u , \ (Tx . iVy T 



and if, for the moment, we take /> and jr Such that 



d X dy 

az (IT 



this integral takes the shape 



The first term of this has thc same value for r = o and r = 2;r, 
and consequently contributes nothing to the value of the definite integral. 
Thus we have 



L j ^_J!L,^r = ±[^r-r■ 



When r = o, let jr be assumed between o and 21:: it, will be found 
that c has the value o or - or t: or -r according as j; is of the form 
4/i or 4/i -\- i or 4/i + 2 or 4/x + 3. Moreover, when raugments, f also 



16 G. W. Hill. 



augments, and when r has passed ovcr one circumference, ip has also 
augmented by a circumference. Hence 



2/T 



— / m = I. 



O 



It follows, therefore, that v denoting zero or a positive integer, thc 
absolute term of the development of — ;; — in integral powers of C is i. 

And, in like manner, the absolute term of is* — i . 

Equations (19) are readily sol ved by successive approximations, and 
when terms of the tenth order are neglected, we can write 

-^=:I+2[ A, — /?_iÄ2 + Äi Ä, Ä.ijC" 

— 2[ A_,— Äi Ä_2+ A_i.A_,Ä, JiT"^ 

+ 2[2Ä2 — Al Al — 2h_^h^ + 4^^! Ä.iAj — 2Ä1 A, Aj A_,]C* 

— 2[2A_2 — A_iA_i — 2A1 A_3 + 4A_iAi A_2 — 2Ä_,A„iA_.iA, ]f"^ 
+ 2[3A3 — 3Ä1 A, + A, Al Al JC" 

— 2[3Ä_8 — 3Ä_iA_,+ A_iA^iÄ_i]C-' 

+ 2[4Ä4 — 4A, Ag + 4A1 Al A, — 2A2 Aa — Äj Al Al Aj ]C** 

— 2[4A_4 — 4A_iA__8 + 4A_iÄ_iA_2— 2A«2A_2 — A.iA^iA.iA..,]^" •, 



whcre we have supposed again that h^ =,a^ = i. 

With the same degree of approximation we ha ve used for 4^ + m^ 



X 

r 

6 can be written 



# = I + 2m— ^m' + ^m'a, + 54a? + (12 — 4m)aia.., + (6 — 4m)a-.| 
+ [(6 + i2m)ai + (6 + 8m)a_i -^m^] (^ + r') 

+ r2oma, H- (16 + 20m) a_2 — (9 + 40m) a? + 6a, a_, 
+ (7 + 4m)aL, -|m'(a, - a. ,)](r + r"). 
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In the determination of the tenns of the lunar coördinates which 
depend only on the parameter m, it has been found ^ that, with erroVs 
of the sixth order, 

^ ^ 3 6 + I2in + 9^ *^% 
1 i6 6 — 4m + m* ' 



3_ 38 + 28in + 9 "^'_3 
16 6 — 4m + m* 



8-1 = TZ -Z .-. . - »- ^ 5 



and, with er rörs of the eighth order, 

27 2+4m + 3m' r^.o 1 . . a .^ 29 — 35111 i _, 

«^=2l6 [6-4m + m'][30-4m+m'] [^38 + 4om + 9m-32 ^_^^^^, Jm^ 

27 2+ 401 + 3m* To I 7— m 



V "" 64 [6 



— 4m + m'][30— 4in + in']L "^6 — 4m + m'J 



No use will be made of these formulae in the sequel of this memoir: 
they are given only that we may at need easily dediice an approximate 
litcral expansion for the important function 0. 




111. 

In the preceding discussion it has been established that the deter- 
mination of the lunar inequalities, which have the simple power of the 
eccentricity as factor, depends on thc integration of the linear differential 
equation 

to the treatment of which we accordingly proceed. We assume that the 
development of ö, in a series of the form 

has been obtained. Here we have the condition ö_, = #<. If Öi, Ö^, etc, 

' These ezpressions are established in anothcr memoir. See American Journal 
of Mathematies, Vol. I, p. 138. 

Aetu mathemuHea. 8. Imprimé le 16 F<>vrier 188C. 3 



18 



G. W. Hill. 



are, to a considerable degröe, smaller than W,,» an approximate statomont 
of the equation is 

the coinplete integral of which is 

K and K' being the arbitrary constants and c being written for y/^. 
When the additional tenns of are . considered, the effect is to modify 
this vallie of c, and also to add to w new terms of the general form 
^^±c+2< j^ j^ plain, therefore, that we may .suppose ;- 

• ■ 

• • - . - , 

and may . take, as a particular integral 

hi being a constant coefficlent. If this eqnivalent of w is.substituted in 
the differential equation, we get the equation 



(20) 



[0+ 27rb,-Z,.«;_,b, = 0, 



which holds for all integral values for J, positive and negative. These 
conditions determine the ratios of all the coefficients b^ to one of them, 
as \ , which may then be regarded as the arbitrary constant. They also 
determine o, which is the ratio of the synodic to the anomalistic month. 
For the purpose of exhibiting more clcarly the properties of the equa- 
tions reprcsented generally by (20), I write a few of them in extenso: 
for convenience let 

[i] = {c + 2iy-9,', 

then . 



(2 i) 



...+ [- 2]h_, - 0,h_, 


ö,bo Bgbi Bibi . . . = 


..•— e,b_, +[_i]b_ 


j #,bo öjb, ^jbj . . . — 


...-Ö,b_, —B,b_, 


+ [o]bo — ö,bi —Otbi —...-- 


-6sh_i ■öjb'_i 


— Örb, -j- [,]b, — Ö.b, ^...- 


#4b_2 Ö.ib_i 


— #,bo — #,b, + [2]b, — . . . - 

■ • 



o, 
o, 
o, 
o, 



\ 
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If, from this group of equatioiis, infinite in numbcr, and the numbcr 
of terms in each equation also infinite, we eliminate all the b except 
one, we get a symmetrical determinant involving c, which, equated to 
zero, determincs this quantity. This, equation we will denote thus: — 

(22) J)(c) = o. 

• • » . • • 

If, in (20), we put — c for c, — yfor^, and suppose that b^ is 
Bow denoted by' b__;, the equation is tho same as at first; hence the 
determinant just mentioned remains unchanged, when for c in it we sub- 
stitute "'—o, and 

. X)(-c)*X)(c), 

or, in other words, J)(c) is a function of c^. Again, in the same equa* 
tion, let c -(- 2v> be substituted for c, u being any positive or negative 
integer, and write J — u for y, and suppose that b^ is now denoted by 
bj^^, The equation is again the same as at first, and hence the deter* 
minant spffers no change. when o + ^i^ ^^ written in it for c. Tiiat is, 

It foUows from all this that if (22) is satisfied by å root c = c^, 
it will also have, as roots, all the quantities contained in the expression 

± Co + 2i, 

where i depotes any positive or negative integer or zero. Arid these are 
all the roots the equation admits; for each of the expressions denoted by 
[i] is of two dimensions in c, and may be regarded as introducing into 
the equation the two roots 2i + c^, and 21 — c^ . Consequently the roots 
are either all real or all iniaginary, and it is impossible that the equa- 
tion should have any equal roots unless all the roots are integral. But 
in the last case the inequalities we treat would evidently coalesce with 
those having the argument of the variation, and could not be separated 
from them; hence this case may be set aside as practically not occurring. 
It is evident from the foregoing remarks that, in an analytical point 
of view, it is indifferent which of the roots of (22) is taken as the value 
of C; in every case we get the same value for w. For denoting the 
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iiican anomaly of the mooii by f , we have the intinite series of argu- 
ments 

..., C — 4^, ^— 2r, f, f+2T, c+4^, ... 

each of which can be made to play the same role as $, and analysis 
knows no distinetion between them. Hence the equation, which determines 
the motion of f , must, of neeessity, also give thé motions of all the ar- 
guments of the series above, as well as of their negatives. * One has, 
however, been in the habit of taking for c the root which approximates 

to s/9,. 

It may be well to notice here the modifications which the addition 
to the investigation of terms of higher orders produces in equation (22). 
This may be written 

II(;r ±C, + 2i) = o, 

where x is the unknown quantity and II is a symbol denoting the 
produet of the infinite number of factors obtained by attributing to i 
all integral values positive and negative, zero included, and taking in 
succession the ambiguous sign in both significations. Had the terms, 
involving higher powers of e, been included in the investigation, the equa- 
tion would have been 

n(a; +yc, + 2i) = o, 

where J receives all integral values positive and negative. If, furthermorc, 
we had included all terms involving the argument r and its odd mul- 
tiples, the equation would have been 

If to these we had added all terms depending on the solar eccentricity, 
the equation would have been 

IL{x +yc, + / -f km) = o, 
where k is also to receive all int<jgral values positive and negative. 

' A similar oondition of things oocurs io many less complez problems; for iDStancc, 
in the determinatioD of the priocipar azes of rotation of a rigid body. Although there 
is but one set of such azes, yet th^ final equation, solving the question, is of the third 
degree, all becausc analysis knows no distinotiou between the azes of x^ y and z. 
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A similar thing is true in the general planetary problem. Professor 
Newcomb says, * »The quantities bD, where b is of similar signification 
with c^ above, Dought, perhaps, to appear as the roots of an equation of 
the 3n'^ degree». But it is plain, from the foregoing remarks, that not 
only does this equation contain the $n roots bi, b^^ . . . , b,^, but also 
ever/ root given by the general integral lineär function of the b 

ijbi + i^ba + . . . + /gnbs», 
for which, in the analysis, the corresponding argument 

can play the same role as any one of the individual arguments A. Henee 
this equation, in all cases but the problem of two bodies, must be re- 
garded as transcendental or of infinite degree. 

The equations which determine the coefficients b, and the quantity 
c, having the form of normal equations in the method of least squares, 
can be solved by the process usually adopted for the latter. Let two 
of these equations, be written 

[i;]b,— Z,ö,_,b, = o, 

where, in the first, the summation does not include the val ue i=jj or 
in the second the value i = u. The result of the eliminatioii of b^ from 
these is 

[>] - ^] b. - 1, [ «,-, + !^] b, = o, 

where, in the summation, i does not receive the values y and u. This 
equation may be written 



^ On the general integrals of planetary motion, Smithsonian CoDtributions 
to Knowledge, No. 281, p. 31* 



/ 
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In like inaimcr wc may eliminate from the system of equattons a 
second unknown b^. And the general form of equation obt^iined may 
be written 

where, in the summatioh, i receives neither of the values j\ v and v'. 
This process may be continued until all the b, having sensible values 
but b^, are eliminated; and the single equation remaining, af ter division 
by b^, may be written 



»• 



This determines c; when we pursue the method of numerical sul> 
stitutions, it will be the most advantageous course to perform the pre- 
ceding elimina tion twice^ using two values for c, slightly different, but 
each qiiite appröximate, The last equation' will then, iti neither casé, 
be exactly satisfieä, but, by a comparison of the errors, one will discover 
the value of o which makes the left member séiisibly zero. By 'a si- 
milar interpolätion between the values of the b, given severally by the 
first and second eliminations, we get the sensibly exact values of- these 
quantities. 

When it is proposed to neglect terms of the same erdér ås m*', the 
equation for o may be written 

[_i][o][i]_ #?[[_!] + [!]] = o; 

or, when we substitute for the symbols their significations, 

. ■ . . ■ 

[(o« + 4_ ö„)»_ i6o'][o'- öo] - 2e?[o' + 4- öo] = o. /, , 

But, as 0^ — S^ is a quantity of the third order, we may neglect 
the cube of it in the first term, and the product of it by d\ in the second. 
Thus rcduced, the equation becomes 

[c» - »o]' + 2[Öo - I][C' - «o] + • »? ^ o; 

whosc solution gives 



This is a remarkably simple expression • for. obtaining , an approxi- 
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• ■ 

mate value of the motion of the lunar perigee. The actual numerical 
Vallies of the two elements entering into this formula are 

0^ = 1. 1588439, ff^ =—0.0570440. 

öj is therefore more than one third of 6^ — i, which explains why such 
an erroneous value is obtained for the motion of the lunar perigee, when 
we neglect it and take c = v/ö^. The numbers being substituted in the 
formula, we get c= 1.0715632; and as the ratio of the motion of the 
perigee to the sidereal mean motion of the moon is given by the equation 

l d(o O 

n dt I + m ' 

we get 

I d(o V» 

- -TT = 0.008501. 

n dt -^^ 



• • 



• • I • * 

This is about >- in excess of the value 0.008452 given by obser- 
vation. The difference is caused, in the main, by our neglect of the in - 
clination of the lunar orbit. The solar force is less eftective in producing 
motion in the perigee than it would be if the moon moved in the plane 
of the ecliptic. 

' It willoccur immediately to every one that the properties we have 
stated of the roots of £)(c) = o are prccisely those of the transcendental 

equation 

cos(;rx) — a = o; 

of which, if r^ is one of the roots, the whole series of roots is repre* 

sented by 

±x^ + 21. 

Hence we must necessarily have, identically, 

D(c) = ^[cos(;rc) — cos(;rCj,)], 

A being some constant independent of c. As is the general custom, we 
assume that the positive sign is given to the element of the determinant 
formed by the product of the diagonal line of constituents contaiiiing c. 
When, therefore, the determinant D(c) is developed in powers of c, 
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using only a iinite number of constituents in it, the coefficient of the 
highest power of c in it is always positive unity: hence we may assumc 
that this is the value of the coefficient when the number of constituents 
is increased without limit. But from the well-known equation 

co8(;«)) = (i-|o')(i— Jo')(t-±o')..., 

we gather that the coefficient of the highest power of c, in the develop- 
ment of cos(;rc) in powers of c, may be regarded as represen ted by the 
infinite product 

r 9' 25 

If then the row of constituents of D(c), containing [9], is multiplied 
by — 4, the rows containing [ — i ] and [ i ] by -^ — , the rows con- 
taining [ — 2} and [2] by ^,_ , and, in general, the row containing [i] 

hy 7— :ri , we shall have the constituents of a second determinant, which 

may be designated as V(c),' And the equation 

V(c) = 0, 

having the same roots as D(c) = o, will serve our purposes as well as 
the latter. We evidently now have 

V(c) = cos (;rt)) — cos (;rc^^). 

As this is an identical equation, it holds when any special value is 
attributed to c, and we are thus furnished witK an elegant method of 
obtaining the value of the absolute term of the equation cos(;rCQ). For 

example, substituting for c, in succession, the values o, - , i, y/^, we 

have our choice between the values 

cos(;rcJ = I — V(o) 

= - I -V(i) 
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As the determinant V (o) appears the »implest, we retain the firat 
expression. Then, dropping the now useleBs subscript {^), the equation 
which determines c may be written 

cos(rc) = I — v (o). 



This is certainly a remarkable equation: it virtually amounts to a 
general solution of the equation £)(c) = o. It also afFords us immediately 
the criterion for the reality of the roots of the latter. Using the phrase 
of Cauchy, if the modulus of the quantity i — V(o) does not exceed 
unity, the roots are all real; in the contrary case, they are all imaginary. 
The criterion for deciding whether the variable w is always contained 
between definite limits, or is capable of increasing or diminishing beyond 
every limit, is the same. In the first case, it is developable in a series 
of circular cosines; in the second, in a series of potential cosines. 

As, in the particular case, where 9^, ö^, &c., all vanish, the proper 
valuo of c is yö^, it foUows that the element of the determinant V(o), 
formed by the product of the diagonal line of constituents involving 8^. is 

I — cos(rv^) - 2sin'0^'^); 

t 
If therefore each row of constituents of the determinant V(o) is divided 

by the constituent of it which lies in the just-men tioned diagonal line, 

we shall have a set of constituents forming a third determinant □(o), 

such that 

V(o) - 2sin^gv'^)--l(o)- 
In consequence the equation, determining c, can be put in the form 



sin* (-o) 

-- H=n(o). 

For the sake of exhibiting more clearly the significance of this 
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equation, I write a few of the central constituente of the deterininant 
n(o), from which the rest can be easily inferred. 



...+ 



éy. 



0. 



(i. 



(^. 



4^-9^ 4^-^, 4^-f^, 



> • • • 



n(o)= ...— 



2' 


^, 


«„ 


O' 


e. 


f*. 


2* 


»4 


K 



+ 



I 



H. 



2'- 6»., 2«-rt„ 





é». 




o' 


<^. 


W. 


2' 


^^s 


K 



+ 



y. 



o" ~ ft 



ö. 



2* — 6», 



+~ 



4' 


'^n 


'^^ 


2' 


«. 


Ö„ 


O» 


^^i 


'^v 



2'— 9., 



• • • 



e. 



4' - rt„ 4' - »»o 4* 



4'-Ö. 



+ 



The question of the convergence, so to speuk, of a deterininant, 
eonsisting of an infinite numbcr of constitnent>!, has nowhere, so far as 
I ani awnre, been discusscd. All such deterininants must be regarded 
as having a central constituent; wheii, in computing in succession the 
deferminants formed from the 3^ 5^ 7' &c., constitnents symmetrically 
situated with respect to the central constituent, we approach, without 
limit, a determinate inagnitude, the determinant may be called convergent, 
and the determinate magnitude is its value. 

In the present case, there can scarcely be a doubt that, as long as 

the series X,^^^^' is a legitimate expansion of ft, the determinant V(o) 
must be regarded as convergent. 

' We will give another equation for determining c. We have 



cos(rc) = cos(;rv 9,) — V(^ ö^. 

The diagonal line of constituents in ^{\Wj is represented in general by 
the formula 

{4^r-l ' 
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and when the factor corresponding to é = o is omitted, th« product 
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(s= -f-aCr 

n 



!■= — ao 



i6i(t + V 6^^) TT 811} (7:\/ 9 J 

(4i)' — 1 ~ 8v^ 



Consequently if we put 



□(v"^:) = 



...+ 



e. 



e. 



B. 



S(2-^'el) 8(2-.s».) 8(2-ve.) 8(2-v<»J 



9 



^-^ + 



...+ 



4(i-V»o) 



I — 



^. 



ft 



4(1 -x^,) 4(1— V ^o) 4(l-v»,) 



+ «■ 



e. 



+ 



o 



Ö. 



+ ». + 



(i. 



• •• 



4(i+v''e,) 4(1 +\''»,) 4(«+vö,) 



e. 



9. 



+ I 



ö. 



4(1 + v Ö.) 



8(2 + ^/0,) 8(2 + ^/0,) 8(2 + v'»,) 8(2 + ve,) 



+ 



a determinant, which, liaving o for its central constituent, presents some 
facilities in its computation, we shall ha ve, for determining o, the equation 



in'(%j ?rcotg(Jv^Ö, 



sin 



w (?,/«;) 



- 1 + 



Sin 



2yj9 



'■^-^- n (n/ö.)- 



In the lunar theory Ö, is a quantity of the 2i^ order, and i — yj'B, 
a quantity of the first order; hence it is clear that, if we are willing to 
admit an error of the seventh order in c, the determinant 



'-^ (vä) = — :; 



I 9^ 



2 9,-1 



If, neglecting then quantities of the seventh order, we put 

7t9i / 



8\/e^(e,-«) 



= tg <?, 



/ 
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ft will be a sinull augle, and c will result from the equation 



m(-c)=- 



\ 



costf 



This formula, although it involves the same coefficients B^ and B^ 
as the approximate formula previously given, is two orders more exact. 
A greater degree of approximation can be arrived at only by including 
the additional coefficient 9^. Employing the numerical values already 
attributed to 8^ and #j, we find 

d = 25' 4i/'395, c = 1.0715815, l-:^, = 0.008574. 



n dt 



It is better, however, to employ the equations 



7:01 j. n / \ cos(7rv ^0 •— *) 



4veo(Öo-0 



C08(9 



which give 



ö = 51' 22".6i85, C= 1.0715837865, --^ = 0.0085721020. 

TV tiv 

The determinants D (o) and D (y ö^ can be replaced by infinite series 
proceeding according to ascending powers and products of the coefficients 
Öj, Ö,, &c. 

Let US take the first, as being in more respects the simpler. It is 
plain that the element of the determinant formed by the product of the 
diagonal line of constituents is the only term of the zero order in it. 
Then one exchange always produces terms of the 4*** or higher orders, 
two exchanges terms of the 8*^ or higher orders, three exchanges terms 
of the 12'** or higher orders, and so on. Now let i, /', i", ... be po- 
sitive or negative integers, of which no two are identical, written in the 
order of their algebraical magniti^de, and let [i] stånd for (2ty — ö^. 
Then all the terms of n(o), which are obtained by o, i, 2, and 3 ex- 
changes, are contained in the foUowing expression, which is, consequently 
affected with an error of the 16**" order, 
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2d 



□ (o) -= 






+ 



s 



». t, r. i 






I, I, i 



I 



(•H'')l 



I 



2 






•M 






+ 2 



1 



+ öf i ö» _, Ö<iv_4 Ö<>^- r 



2 

i, i, t ,i 



wwwwn 

9{- i Öi "—,' Or -c (^r—i 



I 



I* 



.•}{0{rj{ 



.MT 



Particularizing the suininations in this expression, and retaining only 
terms which are of lower orders than the i6'**, we get 



(23) 



n(o) 






V 1 



{.f + 3} 



3! 



v 1 

— ^£ 



I 



..rr {#• + . KOK + .r }{»•"+.} 
^ I 

— 2[^<^+ ^^^^J V {.}{.+ '){»•+ 2}{» + 3| 
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The functions of #^, which are represented by the suTninations, can 
all be replaced by finite expressions. For breVity, let us put 8^ = 4Ö', 
then resolving the expression into partial fractioiis, i being taken as the 
variable, we have, for iustance, 



r_!__=.LV 



{i}{t + *j 16 -^ ■ (^ + i){e — t)(Ö + i+k){8—i — k) 

= • v f-^-^-? I <^' I ^ I 

where A, B, C and JD are deteriiiined by the equations 

2kd{2d — k)A =1. — 2k(f{2d + k)B = i, 

— 2ke{20 + Ä) C = I, 2Ä<?(2<? — k)D = I . 

But, as is well known, 



Consequeiitly 



^<l^f+T] = T6(^ + i^+ C'+ i>)rcotg;r<9 



"^4N/^(Ö„-Ar') 

In like manner will be found 



' t^i\^i + k][i + k'\ 



• 3(f, — (k' — kk' + k"-) ^ /^ — \ 



r 



I sy--ik'-+\) • ^ /jT _\ 

— -^= ' -^— T- ;r cotff ( - v/»J . 

32 v w.(ö. - iXf, - Ä')!^, - (i- + i)'][^„ - {k - !)•] ^ \2 ^ •/ 
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By attributing, in these equations, special integral values to Å*, will 
be obtained the vaiiies of all the single summations appearing in the 
preceding expression for D(o) With rogard to the double summations, 
we may proceed as follows: substitute / + k for i', then resolve the ex- 
pression under consideration into partial fractions with respect to / as 
variable, and sum between the limits — co and + oo; ^he fractions 
occurring in the result thus obtained are next resolved into partial frac- 
tions with reference to A*, and the summations, with reference to this 
integcr, are taken between the limits 2 and + co; or which.is the same 
thing, between the limits o and + 00, and the terms con-esponding to 
k = o and k = i subtracted from the result. The single triple summa- 
tion may be treated in an analogous manner. Thus we get 
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From which it follows that 
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This is the same result as would be obtaiiied if, setting out with 
the equation D(c) = o, and assuming that c = sfÖ^ is an approximate 

value, we should expand the function sin^f-c) in ascending powers and 

produets of the coefficieiits #j, S^, &c. 



IV. 

In order to obtain a numerical result from the preceding investiga- 
tion, we assume 

^ = i7325594".o6o85, n' = I295977".4i5i6 
whence 

m = 0.08084 89338 0831 1 .6. 

From an investigation ^ of the corresponding values of the a^, we 
have 

2\ = + 0.00909 42448 77375.5 

4Ä, = +0.0001 1 75731 31569.1 

6Ä3 = + 0.00000 12613 28523.8 

8A^ r= -\- 0.0000000126 1 93 1 4.9 
loAg = + 0.00000 0000 1 21722.9 
1 2Äg = + 0.00600 00000 01 147.9 
14^.^ = +0.000000000000010.6 

— 2A_i = —0.01739 14939 23079.4 

— 4^2 = + 0.00000 19654 85829.2 

— 6Ä_3 = + 0.00000 00738 1 1780.8 

— 8A_4 = + 0.00000 00006 87885.7 

— ioÄ_5 = + 0.000000000005777.1 

— i2Ä^g = + 0.00000 00000 00047.5 

— I4Ä_7 " + 0.000000000000000.4 

See AmericaD Journal of Mathematics, Vol. I, p. 247. 
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The values of the U^ derived from these are 



C/j = + 0.00909 40932 76038.2 
t/J, = + 0.00007 62192 02104.5 
1/3=+ 0.0000006474 24628.8 
CT"^ = + 0.0000000055 23086.8 
f/g = + 0.000000000047209.0 
C/g = + 0.00000 00000 00403.9 
IL = + 0.000000000000003.4 



ILj == — 0.01739 21860 78260.6 
t/„j = + 0.00015 3209408075.6 
C/L3 = — 0.00000 12670 56302.6 
U_^ = + 0.00000 001 15 67648.9 
U_^ = — 0.00000 00000 95049.5 
= + 0.000000000000867.3 



u 



—6 



U_^ = — 0.000000000000007.2 



In combination with the values of the iJ^, which has been given 
elsewhore/ these afford the foUowing periodic series for 6: — 

«= 1.15884 39395 96583 

— o. 1 1408 80374 93807 cos 2r 

+ 0.00076 64759 95109 cos4r 

— o.ooooi 83465 77790 cos 6r 
+ 0.00000 01088 95009 cos St 

— 0.00000 00020 98671 cos lor 
+ 0.00000 00000 1 2 103 cos 1 2r 

— 0.00000 00000 002 1 1 cos 1 4r 

The values of the coefficients 8^, 8^, 8^j &c., are the halves of 
these coefficients, except 8^ which is equal to the first coefficient. 

On substituting the numerical values of these quantities in (24), 
and separating the sum of the tenns into groups according to their order 
for the sake of exhibiting the degree of convergence, we get 



Term of the zero order, 

Term of the 4**" order, 

Sum of the terms of the 8^** order, 

Sum of the terms of the i 2'^ order. 



1 .00000 00000 00000 o 
+ 0.00180 461 10 93422 7 
+ 0.00000 01808 63109 9 
+ 0.00000 00000 64478 6 

□ (o) = 1.00180 47920 2101 1 2 



As far as we can judge from induction, the value of n(o) would 
be affected, only in the 14'*" decimal^ by the neglected remainder of the 



* See American Journal of Mathcmatics, Vol. I, p. 249. 
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series, which is of the i6'** order. An error in n(o) is multiplied by. 
2.8 nearly in c. 

The value, which is derived thence for c, is 

c = 1.07158 32774 16016. 

In order that nothing may be wanting in the exact determination 
of this quantity, we will eniploy the value just obtained as an approxi- 
mate value in the elimination l)etween equations (21). The coefficients 
[i], as many of them as we have need for, have the following values: — 

[— 4] = 46.8, [i] = 8.27577 98905 I, 

[—3]= 23.13045, • [2] = 24.56211 3, 

[—2]= 7.41678 05615 I, [31 = 48.85. 
[ — i] = — 0.29688 63288 2300, 

If the quantities b< are eliininated from equations (21) in the order b_,, 
bj, b_2, bj, b_3, bg and b_4, it will be found that the coefticient of bo, 
in the principal equation, undergoes the following successive depressions, 

[o] ="-—0.010553219158933, 

[o]^~^^ = + 0.00040 72723 1 1650, 

[o]<-^'^> = + 0.00001 50888 08423, 

[o]^~^'~''^^ = + 0.0000000253 21700, 

[o]^"^'"^'^'^^ = +0.000000000920420, 

[■o](-8»-2.M.2) ^^ +0.000000000003941, 

[oJ~^'~^'~^'''^*^^ = + 0.000000000000155, 
[o]^""*'~^'~^'"''^'''^^ = + 0.000000000000008. 

The last number is not sensibly changed by the elimination of any 
of the bj, beyond b_4 on the one side, or b^ on the other. This residual 
is so small that it will not be necessary to repeat the computation with' 
another value of c: it will suffice to subtract half of it from the assumed 
value of c. Thus we have as the final result 



and, consequently, 



c = 1. 07158 32774 16012; 
iil = 0.00857 25730 04864. 
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Let US conipare this value with that obtained from 1)elaunay's literal 
expression ^ 

n Ut 4 3^ i2o 204^ '^457^ 

12739259 65 , 7 1028685 58 9^8 32145882707741 „ 
+ 58982^"* + 7077888 '" ^" 679477248 ' 

where m denotes the ratio of the mean motions of the sun and moon. 
On the substitution of the numerical values we have employed for these 
quantities, this series gives, term by term, 

- -^ = 0.00419 6429 + 0.Q0294 2798 + 0.00099 5700 + 0.00030 3577 

+ 0.00009 1395 + 0.00002 8300 + 0.00000 9836 
+ 0.00000 3468 = 0.00857 ^503. 

From the comparison, it appears that the sum of the remainder of 
Delaunay^s series is 0.00000 1070, somewhat less than would be inferred 
by induction from the terms of the series itself. And, although Delaunay 
has been at the great pains of compiiting 8 terms of this series,* they do 
not suffice to give correctl)^ the first 4 significant figures of the quantity 
sought. On the- other hand, the terms of the highest order, computed 
in the expression for n(o), were of the 12^^ order only; and yet, as wa 
have seen, they have sufficed for gLving c exact nearly to the 15*^^ de- 
cimal. As well as can be judged from induction, it would be necessary 
to prolong the series, in powers of m, as far as 7n^\ in order to obtain. 
an equally precise result. Allowing that the two last figures of the 

foregoing value of — - may be vitiated by the accumulation of error 

arising from the very numerous operations, we may, I think, assert that 
13 decimals correctly correspond to the assumed value of m. It may 
be stated that all the computations have been made twice, and no in- 
considerable portion of them three times. 

* Comptcs rendus de Tacadémie des sciences de Paris, Torne LXXIV, 
p. 19. 
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ZUR THEORIE DER G AMM AFUNCTIO.N » 



VON 

HJ. MELLIN 

in HELSINGFORS. 



Den Ausgangspunct der nachfolgenden Untersuchungen biidet eine 



Fuiictioii der allgemeinen Form 



(.) F{z) 



--- e 






wo /il, . . . , /i^, Vi, . . . , v, positive ganze Zahlen und a, a^ . . . , a^, 
bly . . . , b, beliebige von z unabhJlngige Grössen bezeichnen. 

Die Sätze, welche Herr Puym in seiner in Cuelle^s Journal Bd. 82 
publicirten Arbeit: Ziir Theorie der Gammafunclion entwickelte, können 
als ganz specielle Fälle von denjenigen betrachtet werden, die ini Folgenden 
bewiesen werden sollen. Indem icli von dem MiTTAG-LKFFLP:K'schen Satze 
Gebrauch niache, erhalte icli eine grosse Anzahl neuer Transcendenten, 
die mit der Ganimafunction selir nahe verwandt sind. Die Theorie der 
Gammafunction wird gleichzeitig nicht unbedeutend erweitert. Besonders 
bemerkenswerth ist die formale L bereinstimmung, welche dicselbe in ge- 
wissen Hinsichten mit der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
erhJllt. Dieser Umstand känn, wie ich bei einer anderen Gelegenheit 
zeigen will, dadurch erklärt werden, dass in der That auch eine nähere 
Beziehung zwischen den Integralen gewisser linearen Differentialgleichungen 



* Vergl. meine Abhandluog: Om en ny klass af transcendetita functioner, hvilka äro 
nära beslägtade med gamma funktionen, Acta soc. scicnt. Fcnnicae, Tom. XIV, XV; 
1885, 1886. 

4cfa mathtmatica, 8. Imprimé le 19 Février 1886. 
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und solchcn Transcendenten, von denen im Folgeiideii die Rede wird, 
stattfindet. Diese Beziehuiig giebt ein Satz aiii Ende dieser Abhaiidlung. 
Die Function F{z) gcnttgt offenbar der Gleichung 

(2) F{z+i)=r{z)l'\2), 

m 
m 

wo 

(3) - ,w _ ..(p^5;^-'y^(i^ 

ist. 

Zum Ausgangspuncte unserer Untersuch ungen hatten wir eine Func- 
tion der noch allgemeineren Form 



M = ^' ^ 



» ' 



wählen können, in welcher /i, p, /w, w, a, y9, fy d positive ganze Zahlen 
und (ij by Cj (I beliebige von z unabhängige Grössen bezeichnen. Dass 
dies nicht geschehen ist, hat hauptsächliqh seinen Grund in dem folgenden 
Satze: 

Jeder beliebigefi rationalen Function t{z) entspricht eine und zwar, 
wenn man von einem Factor c^**"', tvo k eine ganze Zahl, absieht, nur eine 
einzige Function, tvelclie die Form (i) hat und der Gleichung (2) genugt. 
Jede andere Function, die derselben Gleichung genugt wie F{z), känn auf 
die Form y(z)F{z) gebracht werden, wo (f[z) eine gewisse Function mit 
der Periode i bezeichnet. 

Auf Grund dieses Satzes, von dessen Richtigkeit man sich sofort 
Qberzeugt, können die Functionen der Form (i) als die Grundformen be- 
trachtet werden, aus denen man alle öbrigen einer Gleichung (2) ge- 
ntigenden Functionen durch Multiplication mit periodischen Functionen 
crlifilt. 



■ ■ 

r . , 



V-.r 
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1. 

Der Eigenschaft r{z '\- i) = zr\z) der Gammafunction entspricht 
die Eigenschaft F{z + i) = t[z)F{z) von F{z). Kbenso entspricht der 

Eigenschaft ^ 

r{z + m ) 

t>ni^ —7= I 

m=« [ m — I m 

der ersteren Function eine ahnliche Eigenschaft der letzteren. Stellt man 
nämlich diese Gleichung mit dem Ausdrucke von -F(^)-zusammen, so 

findet man dass 

,. F(z + m) 

hm — ; ' --= 1 

{z, m) 



m=B ao 



ist, wo die Grösse {Zy m) durch die Gleichung 

(I m. - I m''-'f(| m - I m"""^\^ ... (Un - I m" '' Y' 

(z m) = g«(Hffl) Vi / VI ; Vi — / 



definirt ist. Setzt man zur Abkttrzung 

(4] /i = /il + /i-2 + • • • + /i;> 

(5) . V = V, + V2 + • • • + I^.T 

(6) ;f = Vi^i + ^2/^2 + . • . + v,&, — /iirt, — /iaöf., — ... — /i,a 
so känn (^, m) in der einfachen Form 

(7) {z, m) = ^"^'^'"^(l m — I my 

geschrieben werden. 



"m* 



2' 

* m' = I + 2 logm H log*w + . . . ; mit log w ist der reelle Logarithmus tn 

1 • ^ 



verstehen. 
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Es befriedigt also F{z) ein System von Functionalgleichungen von 

folgender Form 

F{z+ i) = r{z)F{z) 



(8) 



|. F(z + ni) 

lim — ^ — — — i == I. 

(2, m) 



fn» 00 



Durch wiederholto Anwendung der ersteren dieser Gleichungen ergiebt 
sich 

^, s F(z + m) ^ Fjz + m) (z, m) 

^^^ ^ T(z)T(z + i)...T{z + m — i)'~ {z, m) ' t{z)t{z + i) . . ,T{z + m — i) 

Wendet man auch die letztere an, so folgt 

9) F(z) = lim , , , /' --=—1 — . 

Die rechte Seite dieser Gleichung hat also einen bestimmten end- 
lichen Werth ftlr jedeii Werth ^, der nicht gleich einer Unendlicbkeits- 
stelle von F{z) ist. Da dieser neue eindeutige Ausdruck fQr F{z) eine 
nothwendige Folge der Bedingungen (8) allein ist, so geht daraus zugleich 
hervor, dass -^(-2^) durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt ist. 

Die Gradzahl des Zählers von t{z) ist oflFenbar gleich /i und die des 
Nenners gleich v. Ist /x > v so ist immer 

lim {z^ m) =-- cx); 



nizs oo 



ist /£ < V so ist immer 

lijn(^, m) = o; 



m=»<» 



ist /x = v so ist 

lim (z, m) = CO, 



m= « 



wenn der reelle Th^il von a positiv ist, und 

lim {Zy m) = o. 



m»co 



wenn derselbe negativ ist. Ist dagegen der reelle Theil von a gleich 

NuU, so ist 

lim(^, m) =-- CO, 



m»ao 
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wenn der reelle Theil von x positiv ist, und 

lim(^, m) = o, 



fnaaOO 



wenn derselbe negativ ist. Ist auch der reelle Theil von x gloich Null, 
so ist 

Die letztere der Gleichungen (8) sagt also aus, wie sich die Function 
F{z) verbalt, wenn das Argument z = x + iy sicb dem Puncte co in 
positiver Ricbtung längs einer der a;-Axe parallelen Gerade nftbert. 

Wir setzen bier nocb folgende Bezeicbnungen fest, die wir könftig 
anwenden werden: 



(lO) 8(^)=j 



(O 



(I I) ro(^) = ef^iz — a.Yiz — a,Y^ ...(z — a,) 

(i 2) r, {z) = {z — b,y^ {z — b,y^ ...{z — h,Y' 

(13) l\mr{z) = M. 



»= oc 



Ist die Gradzahl /x von Tq{z) grösser als die Gradzabl v von r,(^^), 
ist M == co^ Ist /i < v so ist M = o. Ist /£ = v so ist 



so 



iMr= <?". 



2. 



Es bat sicb zweckmftssig gezeigt, die Constanten a und h in F[z) 
einer gewissen Bedingung zu unterwerfen, und zwar der Bedingung, dass 
die Differenz irgend zweier dieser Grössen weder eine positive nocH eine 
negative ganze Zabl sein darf. Vermöge der Gleicbung r{z ■\- i) =^ zT\z) 
findet man, dass diese Bedingung nicbt von einer mehr bescbränkenden 
Natur ist, als dass F[z)j wenn die Bedingung nicbt erfttUt wäre, auf die 
Form eines Productes gebracbt werden könnte, dessen Factoren eine ra- 

Aeta mathfmatica. 8. Imprimé le 12 Frvricr 1886. 6 
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tionale Function und eine Function derselben Form wie F{z) sein wttrden, 
in der aber die Constanten a, 6 die fragliche Bedingung erftlllten. 

Ist diese Bedingung festgestellt, go können niemalB zwei von den 
r + s Functionen 

n^{z — a,), ..., n-{z — a,), r^z — 60, . . . , r'{z — i) 

ftlr denselben Werth z unendlich werden. 

Da die Gammafunction keine Nullstelle besitzt, so känn auch der 
Nenner von F{z) för keinen Werth des Arguments gleich Null werden. 
Diejenigen Werthe, fftr die F[z) unendlich wird, sind daher in den Un- 
endlichkeitsstellen deé Zahlers enthalten. Der Factor r^p{z — a^ des 
Zählers von F{z) wird immer und nur dann unendlich^ wenn z — a^ ent- 
weder gleich Null öder gleich einer negativen ganzen Zahl ist, d. h. för 



(14) ^ = a^, a^— I, . . ., ttp — w, 



• • • 



> 



und zwar wird er an jeder dieser Stellen unendlich der Ordnung /x^. 
Da keiner von den ftbrigen Factoren des Z&hlers und auch keiner von 
denen des Nenners zufolge der festgestellten Bedingung an diesen Stellen 
unendlich werden känn, so wird auch die Function F[z) selbst ftlr jeden 
der Werthe (14) unendlich der Ordnung /Xp. Setzt man in (14) />= 1,2, ...,r, 
so ergeben sich sämmtliche Unendlichkeitsstellen fOr F{z). Diese Stellen 
zerfallen also in r arithraetische Reihen, die den r Factoren im Zfthler 
von F{z) entsprechen. ^ 

In ahnlicher Weise ergiebt sich, dass die NuUstellen von F{z) als 
Glieder in den s arithmetischen Reihen cnthalten sind, welche man erhftlt, 
indem man in 

(15) bp, bp— i, ..., hp — n, ... 

den Index p die Werthe i, 2, ..,, s durchlaufen Iftsst An jeder der 
Stellen (15) wird F{z) Null von der Ordnung v^. 

Die NuUstellen des Zahleirs v^i^z) der rationalen Function t{z) sind 
nach S I 

(16) öl, Äj, . . . , a^, 

und zwar sind diese bezUglich von den Ordnungen /i,, yei,, ..., /i^. Jede 
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dieser Stellén ist als erstes Glied in einer der r arithmetischeii Reihen 
enthalteriy in welche die Unendlichkeitsstellen von F{z) zerfallen. 
Die Nullstellen des Nenners T^{z) von r(^) sind 

(17) 61, &2, ..., b,, 

und zwar haben diese beztlglich die Ordnungen i^i , j;, , . . . , p^. Jede 
dieser Stellen ist als erstes Glied in einer der s arithmetischen Reihen 
enthalten^ in welche die Nullstellen von F{z) zerfallen. 

Da keine zwei von den Grössen a, b einander gleich sind, so können 
Z&hler und N&nner in t{z) keinen genieinschaftlichen Theiler haben. 



3. 

lin ersten Theile der schon citirten Arbeit habe ich gezeigt, dass 
die Function F{z) = f{z)y welche der Gleichung 

F{z + i) = Z'"F{z) 

genttgt, als Sutnine einer Partialbruchreihe P{z) und einer beständig con- 
vergirenden Potenzreihe Q{z) dargestellt werden känn, von denen P{z) 

einer Gleichung 

P(/f + i) ^ zf' P{z) — R{z) 

genftgt, wo B{z) eine gewisse ganze rationale Function, deren Gradzahl 
nicht grösser als /i — i ist, bezeichnet Hieraus folgte sodann, dass Q{z) 
der Gleichung 

Q{z+ i) = z^Q{z) + R{z) 
Gentlge leistet 

Diese Ergebnisse geben Veranlassung zu der Vermuthung, dass sieh 
ähnliche Sätze auch för die durch Gleichung (i) definirte allgenieincrc 
Function F{z) beweisen lassen mössen. Diese Function befriedigt die 
Gleichung 

F{z + i) = r{z)F{z) 

öder 
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Nach dem MiTTAG-LEFFLEu'schen Satze känn man 

F{z) = P{z) + Q{z) 

setzen, wo P{z) eine Partialbruchreihe mid Q{z) eine beständig conver- 
girende Potenzreihe bezeichnet. Es liegt nun am nachsten anzunehnien, 
dass P{z) die Gleichung 

befriedige, wo B{z) Sowie r^iz) und r^{z) eine ganze rationale öder wc- 
nigstens eine ganze transcendente Function bedeutet, Wftre diese An- 
nabme richtig, so wftrde Q{z) die Eigenschaft 

T,{z)Q{z+ i)-r,{z)Q{z) = R{z) 

besitzen. Diese Gleichung sagt indessen nur in dem Falle etwas Bemer- 
kenswerthes aus, wo sich R{z) auf eine ganze rationale Function reducirt. 
Die allgemeine Form der Partialbruchreihe P{z) känn nach dem, 
was in § 2 gesagt ist, leicht aufgestellt werden, Setzt man 

WO A Constante und g ganze rationale Functionen bezeichnen, die so zu 
wählen sind, dass die Reihe gleichmässig convergirt, so känn P{z) in 
der Form 

(19) S{z) = S{z- a,) + S{z; «,) + .., + S{z; «,) • 

geschrieben werden. 

Wenn die Constanten A solche specielle Werthe haben, dass S{z) 
als Partialbruchreihe fttr F(z) betrachtet werden känn, so wenden wir 
folgende Bezeichnungen an 

P{z) statt S{z) 

P{z; a;) » S{z', Up). 

Bevor wir die Constanten A der Partialbruchreihe P{z) bestimmen, 
suchen wir erst die Frage zu beantworten, ob es ttberhaupt möglich sei, 
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in eihem Ausdruckc der Form S{z) die Coiistanten A und- die ganzen 
rationaleii Functionen g so zu bestimmen, dass die r Keihen, von dencn 
S{a) eine Summe ist, gleichmassig convergirende Reihen ergeben und dio 
Differenz 

(20) ' r,{z)S{z+i)-r,{z)S{z) 

eine ganze, rationalc öder transcendente, Function werde. Ist dies inög- 
lich, so känn die Differenz 

S{z+ i)-r{z)S{z) 

ini Endliclien nur fQr solche Werthe unendlich werden, fur welche der 
Nen ner von r(-e?) verschwindet. 

Vorausgesetzt, dass die Reihen, von denen 8(2) eine Summe ist, 
gleichmassig convergiren, so stellt der Ausdruck (20) immer und nur 
dann eine ganze Function dar, wenn er in der Umgebung jeder Unend- 
lichkeitsstelle o> ftlr S{z) öder S{z + i) nach positiven ganzzahligen Po- 
tenzen von z — co entwickelt werden känn. Es mtissen mithin Tq{z)S{z) 
und T^{sf)S(z + i) fttr dieselben Werthe unendlich werden und zwar so, 
dass in den Entwickel ungen derselben nach ganzen Potenzen von z — cd 
die Coefficienten der gleich hohen negativen Potenzen beziehungsweise 
einander gleich sind. 

Die Unendlichkeitsstellen von S{z) sind als Glieder in den r arith- 
metischen Reihen 

(21) rt^, «/,— I, ... , a^ — n, . . . 

^> = I, 2, . . . , r 

enthalten. Die ersten Glieder 

sind offenbar keine Unendlichkeitsstellen fCir S{z + i). Das Product 
Tq{z)S{z) känn auch an keiner der letztgenannten Stellen unendlich 
werden, denn Tq{z) wird för z = a^ Null von der Ordnung /i^ wahrend 
. S{z) fttr denselben Werth unendlich höchstens von der Ordnung fx^ 
werden känn. Die Differenz (20) känn mithin, auch wenn die Grössen 
A in S{z) unbestimmt gelassen werden, nur an denjenigen Stellen einen 
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unendlich grossen Werth annehmen, wo S{z) und S{z + i) beide gleich- 
zeitig unendlich werden. Diese för S{z) und S{z + i) gemeinschaft- 
lichen Unendlichkeitestellen sind offenbar als Glieder in den r arithme- 
tischen Reihen 

(22) a, — I, a^— 2, . . . , Qp — w, ... 

/) = I, 2, . .., r 

enthalt^n, die man aus den Reihen (21) durch Absonderung der resp. 
ersten Glieder erhält. Diesen Reihen entsprechen resp. die r DifFerenzen 

(23) T,{z)S{z + i; a,)-T,{z)S{z; a,) 

/> = I, 2, ..., r 

in welche die DiflFerenz (20) aufgelöst werden känn und fftr welche sie 
bézöglich die Reihen der Unendlichkeitsstellen bilden, wenn die Grössen 
Ä als unbestimmt betrachtet werden, Nach den Voraussetzungen, die in 
§ 2 gemacht wurden, sind je zwei dieser Reihen in den Gliedern 
von einander ganz verschieden, und es können also keine zwei der Diffe- 
renzen (23) an derselben Stelle unendlich werden. Damit die Differenz 
(20) eine ganze Function sei, ist es daher nothwendig, und hinrei- 
chend, dass auch eine jede der r Differenzen (23) eine ganze Function 
sein soll. 

In der Umgebung einer för S{z; a^ und S{z + i ; a^ gemeinschaft- 
lichen Unendlichkeitsstelle a^ — w , n >^ i , hat man 

{z — ap + nj P ^ — ap -^ n 

und 

«(' + '•'•')- iirlr!;;^ + ■•■+ r^^ + «.('-«' + "). 

WO ft und fij nach positiven, ganzzahligen Potenzen von z — Gp -^ n 
fortschreitende Reihen bezeichnen. Soll nun die Differenz 

(24) r,{z)8{z + -I ; a,) - r,{z)S{z; a,) 

eine ganze Function sein, so ist es, vorausgesetzt, dass die Reihe S[z'j a.) 
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gleichmftssig convergirt, daher nothwendig und hinreichend, die Congtanten 
Ä so bestimmen zu kOnnen, dass eine jede der unendlich vielen rationalen 
Functionen 



iz — a, + nf' 

« = I, 2, 3, . . . 






eine ganze rationale Function werde. 

Ftlr den reciproken Werth der rationalen Function r(^) haben wir 
die Bezeichnung b{z) gewfthlt. Da der Nenner r^j(^) von h{z) nach den 
in § 2 festgesetzten Bedingungen an keiner der Stellen 

z = a^ — fiy n = I, 2, 3,.. . 

Null werden känn, so sind die Functionen (25) immer und nur dann 
alle ganze rationale Functionen, wenn die aus ihnen mittelst Division 
durch — ^oi^) abgeleiteten Functionen 

^/*/0 I 1 -^1 



+ ...+ 



(« _ a^ + nfp z—a^ + n 

^(A ( ^^ I I ^^ 

H = I, 2, 3» • • • 

bezttglich nach positiven ganzen Potenzen von 



z — a, + n, n = I, 2, 3, ... 



entwickelt werden können. Wendet man nun die Gleichung an 

i(^) = i(a^ _ «) + 8' (a, — n)(^ — a, + «) + . . . + ?-i^-^ (* — öp + «)* + ..., 
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bewerkstelligt die Entwickelung und sctzt die Coefficienten der negativen 
Potenzen von z — a^ '\- n gleich Null, so ergeben sich die Gleichungeti 

Af_, == g'(a — n)^;r" + 8(ff — n)AfzV 



.(*)/- „\ „<*— » 



(26) A^,^ '' ^\-^^ 4-'> +?— J^_^^<;-"+...+ 8(«-n)J}^-,'> 



.</*'-»/« -.\ o</*-2) 



^r = ^— i^=^ j?-".+ ^' ,^"^ ^(r;'+-+ 8(a--»»)^r", 



//-I 



n = I, 2, 3, ..., 
wo der Tndex p der Kfirze halber flberall fortgelassen ist, indem ich 

A^;:;!^, ^ Äf-„ o, = «, ti, = ix' 

gesetzt habe. 

Un ter Voraussetzung der gleichmassigen Convergenz der Reihe S{z\ a^ 
driicken die recurrirenden Gleichungen (26) die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung daft\r ans, dass die Differenz (24) oine ganze Func- 
tion sein soll. 

Sobald den Constanten 

^,t' , -^a — 1 f • • • J -^1 

des ersten Gliedes von S(z\ a^ beliebige bestimmte Werthe zuertheilt 
werden, so sind die Constanten A der folgenden Glieder durch die Formeln 
(26) eindeutig bestimmt, und zwar sind fttr jedes n 

homogene lineare Functionen von 

Bedenkt man min, dass man immor, wie auch die Constanten A 
des ersten Gliedes von S{z\ a^ gewJlhlt worden seien, nachdem den- 
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jenigen der folgenden Glieder die aus den Formeln (26) sich ergebénden 
Werthe zuertheilt worden sind, solche ganze rationale Functionén ^^{z; a^), 
9i(^J a^), . . • darstellen känn, dass S{z; a^ zu einer gleichmassig cönvei*- 
girenden Reihe wird, so geht hieraus hervor, dass es unendlich viele Func- 
tionén der Form S(z\ a^ geben muss, welche die Eigenschaft besitzen, 
die Gleichung 

T^{z)S(z + I ; a^) = v^[z)S{z] a^) — R{z] a^ 

zu befriedigen, wo Ii[z\ a^ den Charakter einer ganzen Function hat 
Wird auf beide Seiten dieser Gleichung durch v^{z) dividirt, so folgt 

(27) S{z + I ; a^) = t{z)S{z] a^) — E(^; a^), 

wo 



B 






Die Gleichung (27) drtlckt eine bemerkenswerthe Eigenschaft der Function 
S{zi Qp) aus, weil die beiden Functionén r(^) und E(^; a^) nur eine end- 
liche Anzahl von Unendlichkeitsstellen haben, während die Anzahl der- 
selben ftir S{z] a^ eine unendliche ist: 

Auf Grund der jetzt gewonnenen Resultate ergiebt sich in Bezug 
auf den Ausdruck S{z)j dessen allgemeine Form die Gleich ungen (18) 
und (19) angeben, Folgendes. Es giebt unendlich viele Functionén dieser 
Form, welche die Eigenschaft besitzen, der Gleichung 

(28) S{z + i) = v{z)S{z) — B(^) 

zu genQgen, wo B(^) eine Function bezeichnet, welche in der Form eines 
Qvotienten, dessen Zähler eine ganze Function und dessen Nenner die ra- 
tionale ganze Function T^{z) ist, dargestellt werden känn. Soll S{z) 
dieser Gleichung genttgen, so mtlssen vor allem die Constanten A der 
Reihen, von denen S{z) eine Summe ist, durch r diesen Reihen ent- 
sprechende Gleichungssysteme der Form (26) bestimmt werden. Sind 
ausserdem die ganzen rationalen Functionén g so bestimmt, dass diese r 
Reihen gleichmassig convergiren, so sind zugleich alle Bedingungen daftlr, 
dass S[z) eine Function der angegebenen Beschaflfenheit darstelle, erfttllt. 

Aeta mathemalica, 8. Imprimé le IC Févrler 1886. 7 
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Die zu F{z) gehörige Partialbruchreihe P{z) hat dieselbe Form wie 
S{z). Es ist nun die Frage zu beantworten, ob sie auch einer Gleichung 
derselben Form genttgt wie S{z). 



4. 

Wir nehraen an, dass die Constanten A in dera allgemeinen Aus- 
drucke S{z) solche specielle Werthe haben, dass wir 

S{z) = P{z) 

S{z; a^) = P{z; a^) 
/> = I, 2, . . . , r 

setzen können, und werdén zeigen, dass die zur Reihe P{z] a^ gehörigen 
Constanten A die Bedingungen (26).erftlllen. Damit ist auch bewiesen, 
dass P{z\ Gp) die Gleichung 

P{z + i; a,) = t{z)P{z; a,) — E(^; a,) 

und mithin P{z) die Gleichung 

P{z+ i) =r{z)P{z) — U{z) 

erftlllt, wo mit B(2f; a^) und E(-8^) Functionen bezeichnet werden, die sich 
beide in der Form eines Qvotienten, dessen Zfthler eine ganze Function 
und dpssen Nenner die rationale ganze Function T^{z) ist, darstellen lassen. 
Wenn die Constanten A die fraglichen Werthe besitzen, so gilt för 
eine gewisse Umgebung der Stelle 



die Gleichung 


z — ttp — n 


F{z)- 


An) An) 
A^' Al 


iz — a + nf ^ a + n 


WO 


A';L, - A<;;1\,. a - «,, 



+ (&{z — rt + «), 



M =/^/ 
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und (6 eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von z — a + ^ fort- 
schreitende Reihe bezeichnet. Bekanntlich känn man nun eine jede der 
Grössen A in der Form eines bestimmten Integrals ausdrQcken, und 
zwar ist 

(29) Af_^ = —fF{a — n + re")(:ré"y~' dt , 

» 

wo r eine beliebige positive Grösse, welche kleiner als der Convergenz- 
radius der Reihe (S ist, bezeichnet. Aus (29) ergiebt sich 

(30) Ä^i^zl' = —fF(a _ n + 1 + ré^rey-^dt. 

Setzt man in (29) 

F{a — n + re") = F(a — n + i + ré') 8 (o — n + re*') 

fdhrt die Integration gliedwcise aus und beachtet die Gleichung (30), 
so folgt 

(31) ^. = 8(fl - n)A^;!zl' + 8'(o - n)A^;!zl\, + . . . + '"'V^ ^r" 



2»r 



+ —fF{a — n + I + re''){re^Y^'f{ré')dt. 

Hier bezeichnet /"(re") offenbar eine in Bezug auf re*' rationalé Function, 
die ftir r = o einen endlichen Werth annimmt. Weil 



lim i^Xa — n + I + re")(rc7 



eine endliche Grösse ist, und mithin 

lim jF(a — w + i + ré'){rey^^f{ré') = o, 

60 ist dus letztc Glied der rechten Scite von (31) ebenfalls gleich Null, 
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Wird dasselbe aus der Gleichung fortgelassen und werden die (ibrigen 
Glieder der rechten Seite in umgekehrter Reihenfolge geschrieben, so 
erhalt man • 

Ä';U = 7~''^ 4""" +• fe-T -^l:^-" + . . . + 8(a - n)A^;il>. 



Diese Gleichung zeigt, dass die Constanten A der Partialbruchreihe 
P{z'j Gp) den Bedingungen (26) genttgen. 

Es ist mithin eine ganz allgemeine und zugleich beinerkenswerthe Etgen- 
schaft der Partialbruchreihe P{z) jeder Function F{z), ivelche die in ^ 2 
erwähnten Bedingungen erfullt, dass sie der Gleichung 

P{Z+ l)=T{z)P{z)-n{z) 

gentlgt, mithin eine åhnliche Eigenschaft besitzt wie die Function F{z), 

wekhe die Gleichung 

F{z+ i) = T{z)F{z) 

be fr ledigt. Die Function 'R{z) ist' in der Form eines Qvotienten darstellbar, 
dessen Zahler eine ganze Function und dessen Nenner gleich denijenigen 
von t{z) ist, 

Aus den vorigen Untersuchungen hat sich ferner ergeben, dass es 
unendlich viele andere Functionen giebt, welche gleichwie P{z) einer 
Gleichung der Form (28) gentigen. 

Unter diesen Functionen S{z)y welche die Eigenschaft besitzen, einer 
Gleichung der Form (28) zu genögen, sind natDrlich diejenigen am 
meisten bemerkenswerth, för welche R(-8?) sich auf eine rationale Func- 
tion reducirt. 

Bis jetzt ist die rationale Function r(^) keinen anderen Bedingungen 
unter worfen gewesen, als dass der Zilhler keine Constante und die Diffe- 
renz irgend zweier der r -{- s Grössen a, b keine ganze Zahl sei. Ist 
t{z) gegeben, so ist auch diejenige Function der Form (i), die der 
Gleichung 

F{2 + o = T{z)F{z) 



gentlgt, eindeutig bestimmt bis auf einen Factor e^*'^', wo k eine ganze 
Zahl. Umgekehrt ist t{z) eindeutig bestimmt, wenn F{z) gegeben ist. 
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Weiterhin werden wir beröcksichtigen ob, die Grösse 

l\mT{z) = M 

dem absoluten Betrage nach grösser als, gleich öder kleiner als i ist. 
Von nun an soll vorausgesetzt sein, dass 

\M\>i. 
Fttr diesen Fall wollen wir zunäclist zeigen, dass die Reihen 

von denen S[z) eine Sunime ist, auch dann gleichmässig convergiren, 
wenn man die in den Gliedern derselben vorkommenden ganzen ratio- 
nalen Functionen g gleich Null annimmt. Alle auf diese Weise erhaltenen 
Functionen S{z) zeichnen sich dadurch aus, dass die entsprechenden Func- 
tionen E(^) immcr rational sind. 

Von grossem Interesse ist der Fall, wo |ilf|= i ist; hierher ge- 
hören beispielsweise die Potenzen des EuLEUschen Integrals erster Gat- 
tung 



/ 



^ ' / (« + ö^) 



In diesem Falle convergiren die Reihen /S(^) zwar nicht immer gleich- 
mUssig, wenn die ganzen rationalen Functionen g gleich Null angenom- 
men werden, wohl aber känn man bewirken, dass die Reihen gleichmässig 
convergiren, ohne dass die Gradzahl der Functionen g mit der Ordnungs- 
zahl Uber jede Grenze hinaus zu wachsen braucht. Die Untersuchung 
fttr den Fall, wo |ilf|= i ist, will ich einer späteren Arbeit aufbe- 
wahren, da sie nicht durch so einfaché Betrachtungen, wie sie weiterhin 
in Frage kommen, erledigt werden känn. 

Von nicht so grosse Interesse scheint der Fall zu sein, wo |ilf| < i 
ist, weil die Gradzahl der Functionen g mit der Ordnungszahl ttber jede 
Grenze hieraus wachsen muss, damit die Reihen 8{^z) gleichmässig con- 
vergiren. 
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O. 

Wir setzen also iin Folgenden voraus, dass die Gradzahl des Zählcrs 
von r(^) cntweder grösser als die des Neniiers öder gleich derselben sei, 
und, wenn das letztere zutriflFt, dass 

\\mT{z) = M 

<->ao 

dem absoluten Betrage iiach grösser als i ist, mit andern Worten, dass 



°^li 



< I. 



Ist dann 



(32) S{z; a,) ^ £ -^-' + -^--' + . ■ . + j^^ 

;J^ \(« — tt + ny {z — a+ny z — a + n 

eine Partialbruchreihe, in der die Grössen A die Bedingungen (26) er- 
fftllen, so känn bewiesen werden, dass diese Reihe gleichinässig convergirt. 
— Es sei nftmlich e eine positive Grösse, welche die Bedingung 



t 
M 



<s < i 



Brfollt. Weil 



8(.)=- 



w 



ist^ und initliin 



lin.B(^)==l, 



XsaaO 



M 



60 kahn immcr eine positive Grösse /> so angenommen werden, dass 

wenn die Veränderliche z dem absoluten Betrage nach grösser als p \^t. 
Wird b(^) in der bekannten Form einer Summe von Partialbrtichen und 
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einer ganzen Function dargestellt, so muss offenbar diese ganze Function 
gleich -zTL sein. Werden nun durch Differentiation ähnliche AusdrQcke för 
die Ableitungen von g(^) entwickelt, so leuchtet unmittelbar ein, dass 

limB^*^(^) = o, Ä; = I, 2, 3, . . . . 

*s=00 

Bezeichnet also å eine positive Grösse, welche die Bedingung 

e + {ti' — i)d< I, [j! =[JLp 

erföllt, so ist es imraer möglich, eine positive ganze Zahl n' so anzu- 
nehnien, dass die Ungleichheiten 

1 8(a — w) I < s, I B'(a — n)\<dj . . . , | %^^'\a — n)\<d 

stattfinden, wenn n grösser als n' ist. Ans den Gleichungen (26) geht 
nun hervor, dass 



Es ist also 

M?1 + MJ^^i I + • • • + Mi"1 

< [e + [fi'- 0^?]Mr'1 + [e + {it'-2)d]\Ä'^z\>\ + . . . + sMr'>| 
und mithin 

M5?1 + M?ii I + • • • + M';1 

< [e + (/i' - i)^] (I 4?-'> I + I ^(?-'> I + . . . + I Ät-'' I). 
Weil e + (/i' — i)d < i so ist 

(33) t(Mri + i^?i,i + .... + i^<->i) 
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einc convergirende Reihe. Nachdem nun die Cönvergenz der Reihe (33) 
nachgewiesen ist, so ergeben die gewöhnlichen Schlussfolgerungen, dass 
die Reihe (32) eine unbedingt und gleichmässig convergirende ist. 

Mit der Bezeichnung S(z; a^ soll iin weiteren Verlaufe dieser Unter- 
suchungen immer eine Reihe verstanden sein, welche durch die Gleichung 
(32) definirt ist. Die Constanten A sind den Bedingungen (26) unter- 
worfen, durch welche die Constanten 



(0) 



>l(0) J(0) J(( 

^jJL 9 ^/t—lJ • • • 9 -^1 

des ersten Gliedes von S{is; a^ nicht bestinimt werden. Indem man 
diesen Constanten verschiedene Werthe beilegt, erhalt man eine unendliche 
Anzahl von Functionen, von denen jede einer Gleichung 

(34) S{z + 1 ; a,) = r(^)%; a,) — R(^; a,) 

Genöge leistet. 

Legt man ferner dem Index p in der Gleichung (32), wo der Kftrze 

hal ber 

Ä',';ll = A^\ a^ = a, ,1^.= ^: 

geaetzt sind, die Werthe /> =f i, 2, 3, . . . , r bei, so entstehen r ver- 
schiedene Gruppen von Functionen. Zu jeder dieser Gruppen gehört ein 
System von recurrirenden Gleichungen der Form (26), mittelst dessen die 
Constanten A jeder zur Gruppe gehörigen Function berechnet; werden 
können. Dieses System ist von einem zu einer anderen Gruppe gehörigen 
Systeme wenigstens in den Coefficienten verschieden. Die Reihen 

P{z\ a,), P{z\-a^), . . . , P{z\ a), 
deren Summe 

P{z) === P(^; a,) + P(^; «,) + ... + P{z^ a,) 

gleich der zu F[z) gehörigen Partialbruchreihe ist, gehören zu je einer 
dieser v Gruppen. Diejenige Gruppe, zu welcher P{z\ a^ gehört, wollen 
wir kurz mit (a^) bezeichnen. Nach den in § 2 erwähnten Bedingungen 
können zwei zu verschiedenen Gruppen gehörige Reihen för denselben 
Werth der Veranderlichen z nicht unendlich werden. Dagegen werden 
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alle zur Gruppe (a^) gehörigen Reihen unendlich, wenn die Veranderliche 
z mit einem Gliede der arithmetischen Reihe 

^p ) ^> ^ > ' ' • J ^p fly » • , 

zusammenfallt. 

Die Richtigkeit dieser letzten Behauptung geht aus dem Satze hervor, 
dass die Cmstantefi A dessdben Gliedes einer Beihe S{z; a^ nicht gleich- 
zeitiff Null sein könnetiy tvenn nicht S{is; a^ identi^ch gleich NuU sein soU. 
Dieses folgt aus den Gleichungen (26) und zwar, weil nicht nur eine 
jede der Constanten 

A(n) Jin) A(n) 

^fi' 9 -^/i -1 9 • • • > -^1 

als eine homogene lineare Function von 

A(0) MO) AiO) 

ausgedröckt werden känn, sondern auch eine jede der letzteren als homo- 
gene lineare Function der ersteren, da g (a — n) von Null verschieden ist. 

Aus den nämlichen Gleichungen leuchtet auch die Richtigkeit des 
folgenden Satzes ein: Wenn jede der Cofistanten A des ersten Gliedes einer 
zur Gruppe (a^) gehörigen Beihe gleich der entsprechenden Constante einer 
anderen zu dersdhen Gruppe gehörigen Beihe isty sq sind die beiden Beihen 
ideniisch. 

Femer känn offenbar jede homogene und lineare Function einer Anzahl 
zu dersdhen Gruppe gehöriger Beihen pleich einer einzigen zur Gruppe ge- 
hö)'igen Beihe gesetzt werden. 

Es seien 

SM ap\ S,{z] a^), . . . , S,^{z] a^) 

fXp zur Gruppe (a^) gehörige Reihen und 

-"11 > -^12 > • • • 1 -^Ijip 

A(P) Aip) A(P) 

•^21 7 -^22 j • • • 1 -^2/4^ 



A(P) Aip) A(p) 

^Hp\y -^;*p2? • • • 1 -^f^p.y 

Aeta mathématica. 8. Imprimé lo 4 Mars 188(1. g 
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die zu den bezttglichen ersten Gliedern derselbon gehörigen Conatanten. 
Sind mm die Beihen S so gewählt, dass die Determinante 



(35) 



A. = 



Mp) Aip) Aip) 

-^11 ^*12 • • • -^l/i. 



Aip) A(P) 

-"21 -"M 



Aip) 



.'Cl AC2 • • • AC 



pf'p 



von Null verschieden tsty so känn jede andere zur Grruppe (a^) gelwrige 
Beihe S{z', a^ immer und nur auf eine Weise als homogen e und Uneare 
Function von 5', , S^j . . . , S^^ ausgedruckt werden^ d. k. in der Fof^m 

(36) S{zi a,) - prs,{z; a,) + ijif\S,{z; a,) + . . . + pfSAz; a,). 



Denn, falls 



Aip) Aip) Aip) 



die Constanten des ersten Gliedes von S{z\ a^ bezeichnen, so giebt es, 
weil die Determinante A^ des linearen Gleichungssystcms 



A'i v\'' + ^i1' p'r + --- + <. <* = A 



(/>) 



(37) 



^w i,'''^ + ^</,> ^w + . . . + ^(f) |,<f) = A^ 



A\'^^pr + A^ipr + . . . + Ai.^1^^ = ^;? 



unserer Annahme nach von Null verschieden ist, ein, und zwar nnr ein 
einziges, System 






,ip) 
V 



welches dem Gleichungssysteme gent\gt, und fUr welches auf Grund. der 
beiden vorhergehenden Sätze die Gleichung (36) besteht. 

Betrachten wir jetzt die Functionen, welche durch den allgemeinen 
Ausdruck 



(38) 
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dargcstellt werden, wo 6'(^; a^ eine beliebige zur Gruppe (a^) gchörige 
Function bczcichnet, so ist ' 



(39) 



und 



(40) 



Es scicn 



S{z+ i)^r{2)S{z) — B.{z) 



R{2) = ZB(^; a,). 



^i{^y (^p)j S,,{z; Gp), . . . , S {z] a^ 



wie vorlicr ji^ zur Gruppe (a^) gehörige Reihcii, die so gewahlt sind, dass 
die Detcriiiinante A^ eineu von Null verschiedenen Werth hat. Es be- 
steht dann die Gleichung (36), mit deren Htllfe S{z) auf die Form 

(41.) S{z) = i[i>rÄ.(^; %) ^P^rS^iz', a,) + ... + f,<;>Ä,^(^; fl,)] 

gebracht werden känn. In diesem Ausdrucke kommen /ii + A'2 + -"-{' fir = P' 
Reihen vor und ebenso viele Constanten p. Dadurch, dass man nur dicse 
Constanten verändert, werden alle Functionen erhalten, die durch den 
Ausdruck (38) dargestellt werden. Sind die indicirten Reihen gegeben 
und handelt es sich darum, S{z) in der Form (41) darzustellen, so hat 
man die Constanten p durch ein System von /i| + A^ + • • • + /^/, = /i 
linearen Gleichungen zu bestimmen, Avodurch die r Systeme, welche man 
dadurch erhält, dass man in (37) nach einander />= i, 2, ..., r setzt, 
zusammenbegriffen werden. Wird die Determinante des so erhaltenen 
Systems mit A bezeichnet, so ist 



A, 



A = 



A, 



A, 
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wenn A^ das Schema 



A(p) A(p) 



Jip) A(P) 

% 

bezeichnet. Aus diescr Form der Determinante A geht hervor, dass 

(42) A = A, A2 . . . A^. 



6. 

Wir wollen mm nachweisen, dass in der Gleichung (34), welcher 
cine zur Gruppe (rt^) gehörige Reihe genögt, die Function R(^; a^) immer 
rational ist. Die Gleichung (40) zeigt sodann, dass auch R(2?) in (39) 
rational ist. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir den Zähler von R(^; a^: 

B{z] a^) = To{z)S{z; a,) — T,{z)S{z + i ; «^) - 

"^ ^\z — af ' z — aj 

■ 

wo der Kttrze halber 



A<;^1 = ^(v^,, a^ = a, IX, = // 
gesetzt sind. 

Weil T^{z) för z =^ a NuU der Ordnung jx' wird, so känn das erste 
Theil der rechten Seite gleich einer ganzen rationalen Function gesetzt 
werden, deren Gradzahl höchstens fi — i ist, wenn fi wie in § i die 
Gradzahl von T^{z) bezeichnet. Da Ii{z\ a,) den Charaktef einer ganzen 
Function hat, so känn auch keines von den Gliedern des zweiten Theiles 
unendlich werden. Wird also das allgemeine Glied nach ganzen Po- 
tenzen von z — a -{- n entwickelt, so mössen die Coefficienten der nega- 
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tiven Potenzen von z — a + n gleich Null werden. Weil die Gradzahl 
fl von T^{z) nicht kleiner ist als die Gradzahl p von r^(^), so ist offen- 
bar der Exponent der höchsten positiven Poteiiz von z — a + Uj die ira 
Gliede tlberhaupt erscheinen känn, gleich p. — i. Das allgemeine Glied 
känn mithin auf die Form 

Jo + Ä,{z — a + w) + . . . + ^/.-i(^ — «.+ ny-' 

gebracht werden. Wird dieser Ausdruck nach Potenzen von z entwickelt, 
so folgt 



00 



R{z', a,) = r(B<"> + 7A"'^ + . . . + ^:2,^"-o- 



n = 



Da die Reihe S{z\ a^ gleichmässig convergirt, so ist dies auch mit 
U{z\ a^ der Fall. Man darf also diese Reihe nach Potenzen von z ent- 
wickeln und erhalt somit ein Resultat der Form 

(43) • i«(^; Cl,) = otr + afz + . . . + <V-S 

wo a5^\ 0L^^\ . . . , ajf^ von z unabhängige Grössen bezeichnen. 

Die in Gleichnng (34) vorkommende Function R(^; a) ist mithin 
immer rational und känn in der Form eines Qvotienten, dessen Nenncr 
gleich demjenigen von r(^) und dessen Zahler eine ganze rationale Func- 
tion höchstens (/i — i)^*° Grades ist, dargestellt werden: 

(44) ' «('.«,) =^- 

Vermöge der Gleichung (40) gilt das nämliche von der in Gleichung 
(39) vorkommenden Function R(-8^): 

(45) «w=^;i)' 

r 

(46) It{z) = TR{z', «,) = a, + a,^ + . . . + a„z"-K 

Der Beweis, dass jcde Reihe S(z; a,) der Form (32), deren Gon- 
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gtanten A die Bedingungcn (26) erfClUen, unbedingt und gleichiiiässig 
convergire, wurde unter der Voraussetzuug gefQhrt dass 

lim|r(^)| = |im> I 

sei. In diesem Falle ist aber nach § i 

liin(^, m) = CO, 



m=3ao 



woraus sich ergicbt, da offenbar 

lim 5(2? + m\ a^ = o 



in=ao 



ist, dass S{z\ a^ nicht nur die Eigenschaft 

ii{2 + 1 ; a;) = r(^)6'(-^; (Q •— E(i'; <; 
sondern auch die folgende besitzt: 

li,n ^^(^+ ^; ^^) = o. 
m-00 («> w) 

Hieraus geht nun ferner hervor, dass auch jede in der teorin (38) öder. 
(41) ausdrftckbare Function Sl^z) den beiden Gleichvingen 

S{z + O = r(^).S(^) — E(-e) 
hm — ^ r-^ = o 



m=> 00 



(«, w) 



genQgt. Es fragt sich nun, ob jede beliebige Function mit diesen beiden 
Eigenschaften in der Form (38) öder (41) darstellbar sei. Mit dieser 
Frage hängt eine andere zusammen. Wir können zwar unbeschränkt viele 
Functionen der Form S[z) bilden, von denen jede zwei iGIeichungen der 
oben angegebenen Form befriedigt, wo B(-^) eindeutig bestimmt ist, 
sobald S{z) gebildet ist. Ist es aber, wenn die rationale Function ^{^) 
beliebig gegeben ist, auch umgekehrt möglich eine Function S{z) lier- 
zustellen, welche diesen beiden Gleichungen gentigt? — Indem wir dicse 
Fragen beantworten erhalten wir einen neuen allgemeinen Ausdruck ftir 
å\& in der Form (38) öder (41) darstellbaren Functionen. 
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T. 

Zunächst woUen wir den folgenden Satz bcweisen: 
Jedei' beliebigm ratioHalen Function 'R{z) entspricht eine und zwar nur 
eine einzige Function S{z) mit den l)eiden Eigenschaften 



(47) 



S{z + i) = T{z)8{z) — lEi{z) 
li^ ^^^ = o. 



m<BQo 



(«, tn) 



Durch wiederholte Anwendung der ersten dieser Gleichungen er- 
giebt sich 



(48) 



8(2 + m) 



r(r)r(« + 1) . . .t(z + m— 1) 






m 



-) 



Weil 



aS(« + m) 



S{z +/m) 



(2, m) 



r(2:) . . . r(Ä + m — i) (z, m) t{z) . . .t{z + m — i) 



isty und nach § i 



l'n r(.)r(.+ i/':"U«-.) = ^^"^' 



m»ao 



80 zeigt die zweite der Gleichungen (47), dass die linke Seite von (48) 
fftr wachsendes m die Null zur Grenze hat, wenn z von den Unendlich- 
keitsstellen der Function F{z) verschieden ist. Wenn also eine Function 
mit den Eigenschaften (47) öberhaupt existirt, so ist sie eindeutig be- 
stimmt durch die Gleichung 



(49) ' 



R(« + n) 



su)^y ±^jlji) 



Soll hicnnit flie Existenz einer Function mit don genannten Eigenschaften 
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erwiesen sein, so muss die rechtc Seite von (49) eine convergirende Reihe 
bilden, fftr welche diese Eigenschaften nachgewiesen werdon können. 

Da der Qvotient eincs Gliedes der Reihe S{z) durch das vorher- 
gehende gleich 

R(« + n) l__^ 

Rfz + n — i) T(z + n) 

ist, weil ferner in diesem Ausdrucke 

R(z + n) 

lim «7 — i r: = I 

K(z + n — I) 



und 

I Ii 

< 1 



lim 

RbOO 



r(z + n) 



I 
M 



ist, so ergiebt sich durch ganz gewöhnliche Betrachtungen, dass S{z) 
eine unbedingt und gleichmässig convergirende Reihe ist. Sie stellt also 
eine analytische Function dar, die oflFenbar den Charakter einer rationalen 
Function hat. Aus der einfoehen Bildungsweise der Glieder geht ferner 
hervor, dass sie die erste der Gleichungen (47) befriedigt, wovon die 
Gleichung (48) eine Folge ist. Aus dieser und den beiden darauf fol- 
genden Gleichungen findet man, dass sie auch der zweiten von den Glei- 
chimgen (47) Genftge leistet. 

Im Folgenden betrachten wir nun die Reihe (49) nur unter der An- 
nahme, dass B(^) eine rationale Function bezeichnet, welche auf die Form 

gebracht werden känn, wo der Zähler R{z) eine ganze rationale Function 
höchstens {/i — i)^*" Grades ist: 



!l- 1 



R{z) = ai + a,z + ... -i- aj 

Indem man den Coefficienten »i, Oj, ..., a,, verschiedene Werthe zuer- 
theilt, bekommt man unendlich ,viele Functionen der Form (49), von 
denen jede einem bestimmten Gleichungssysteme (47) Gentige leistet. Zu 
diesen gehören alle Functionen, die in der Form (38) öder (41) dar- 
gestellt werden können. Es bleibt noch ttbrif; zu entscheiden, ob auch 
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uuigekehrt jede Reihe der Form (49) auf die Form (41) gebracht werden 
knnn. 

Um dies entscheiden zu können miiss man sich zunachst davon öber- 
zeugen, dass man unter den Functionen der Form (41) immer fx ver- 
schiedene auswählen känn, zwischen dcnen keine lineare homogene Glei- 
chung mit constanten Coefficienten stattfindet. 

Man verfahre z. B. so, dass man aus der Gruppe (aj ji^ Reihen 
S{z\ öj) nimmt, ffir welche die Determinante Aj von Null verschieden 
ist, aus der Gruppe (a^) /i^ Reihen S{z\ a^) fttr welche die. Determinante 
Aj von Null verschieden ist, u. s. w., und schliesslich aus der Gruppe 
(a^) /i,. Reihen S{2; a^) far welche die Determinante A^ von Null ver- 
schieden ist. Man bekommt so im Ganzcn /i, -^ /i2 -}• ...-{• /i,. = /i^eWieWj 
die wir in einer beliebigen Reihenfolge schreiben und mit 

(50) S,{z), 5,(.0, . . . , S^{z) 

bezeichncn wollen. Zwischen diesen Reihen känn nun keine lineare ho- 
mogono Glcichung mit constanten Coefficienten stattfinden. Denn wörde 
eine soh.*he bestehen, so mdsste auch, da zwei zu verschiedenen Gruppen 
gehörige Reihen keine gemeinschaftliche Unendlichkeitsstelle haben, eine 
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten zwischen den zur 
Gruppe («„), (/)=!, 2, . . . , r), gehörigen Reihen stattfinden, was im- 
möglich ist, da die Determinante A,^ von Null verschieden ist. 



Es seien nun 



5;.("+i) r(^).S(.-)-E,(^) 

/ --_ T ^ )' 



(lie // Gleichtingai, denon be/.iehnngsweiise die Reihen '(50) gentigcn; es 

werde 

«a(0 - 



B>.(-') 



r,(«) 



B,{^) = «;., + «;,,.- + . . . + O;,,,?"-' 

gesetzt, und die Dcterminfvntc 



(50 



(t 



•II 



Oi.„ 



GC|2 . . . OC 



I »t 



Otoo 



'1-2 



^2't 



^'»1 



Arta mnthemattca. S. Imprimö \o G Murs l!*8n. 



Oi..c, 



'Cl 



a 



un 



o 
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gebildet, so gilt der folgonde Satz: We7in die FnncHonen (50) 50 ffewählt 
sindj da^s zwischen ihnen Iceine homogene Ihieare (tleiclmng mit consianten 
(Joefficienfen staUflndety so känn die Determinante d tiicht ghicli Nidl sein. 
Denn biidet man die Funetion 

so l)csitzt sie ()ffen])ar die Eigenschaft 

f{z-h i) -r{z)f{z)-tL{z), 
wo 

*^') r,(7) 
und 

it{z.) r=^p, Ii,{z) + pJl{z) + . . . + p,Ii.Xz) 

ist. Wird R{z) nach Poteiizon von z ontwickelt, so folgt ein Hosiiltat 
der Form 

Wäre nun o = o so könnte dem homogenen linearen Gleidiungssyst(»m 

ä, = ri.^Px + rt.yp. + . . . + %,^P;. -^ o 



ein Werthsystem 

pX , i^2 ' • • • J Pn 

genllgen, wo die si\mmtlirlien p nicht gleich Niill sind. Alsdann wHrde 
a ber sein 

f{z+ i)^^r(z)f(z) 
nnd mithin 

r(2:)r(2 + I) . .". r(» + w — i) ~ ^^^^' 
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Avie gross uuch die positive ganze Zahl m sein inag. Es miisste also 
wegeii der Relationen 

rnn/*(.r + m) = o, lim|r(i')| > i 

m ^ « * — * 

f{z) identisch verschwinden, mit andern Worten die Gleicliung 

fur alle Werthe der Veränderlichen z stattfinden. Dies stimnit aber nieht 
uberein mit unserer Annahme, dass zwischen den Functionen /!J keinc 
lineare homogene Gleieliung mit constanten Coeffieienten stattfindet. Es 
muss also d von Null verschieden sein, wenn die Functionen S linear 
unabliängig sind. 

Wir Avollen jetzt nachweisen^ dass jede Reihe der Form (49), avo 

R{Z) = «! + «2~ + • • • + «;f^'*~^ 

ist, auf die Form (41) gebracht werden känn. Es seien wie friiber 

S,{z), 6\(4 ..., S.Xz) 

/i Reilien (50), zwischen denen keine lineare homogene (.Jleichung mit 
constanten Coeffieienten stattfindet, und man biide den Ausdruck 

Da die Determinante O des linearen Gleiehungssystems 

Oi\ ^= Oi]m OC.» =="- OC.M • • • » Oin ~—- %, 



naeh dem vorstehenden Satze von Null verschieden ist, so giebt es ein 
und zwar nnr ein Werthsystem 

PlJ P'2 9 • • • ? l^fiJ 

welches den Gleichungen genttgt, fiir welches mithin 
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ist. Fftr (lieses Werthsystem sind iiiiii aiich die Brttclic E(i') und E(i') 
gleich, da sie denselben Ncnner haben, und es ist also beAviescii, dass die 
Functionen f{z) die erste der Gleichutigen * (47) befricdigt, denen S{z) 
Genllge leistet. Sie befriedigt aber oflfenbar auch die zweite. Nach dem 
iin Anfange dieses § bcAviesenen Satze ist also 

Hierinit ist nun folgeiidcr Satz bcwiescii: 

Sind 

S,[z\ SJz), ..., >v,(.0 

/i Ftmctionen der Form (37) öder (41), welclw so yewihlt slndy dass zwlschen 
ihnen keine lineare homogene Glekhung mit constanten Coefficieulen stidtfindet^ 
so känn jede Function S{z) mit den heiden Eigenschaflen (47), wo 

ti{Z) -■= 



istj immer und zivar nur auf eine Weise in der Form 

wo Pi, jh. .. . , p,^ Constanten bezeiehnen, dargesteUt iverden. 

Im Vorstehendun ist beAviesen Avorden, dass die Deterininaiitc a eincn 
von Null verschiedenen Wcrtli hat, wcnn die Functionen 6^,(^), ^^{z), ..., !S.,[z) 
so gewllhlt sind, dass zwischen ihnen keine lineare homogene Gleichung 
mit constanten Coefficienten stattfindet. Ans den dabei anorewandten Be- 
trachtungen ergiebt sich aber, dass eine solche Gleichung besteht, wenn 
^ = o ist. FAne notkwendige und hinreichende Bedingung dafury dass die 
Functionen S linear unabhdngig seien, ist mithin, dass die Determinante r? 
einen von Null verschiedenen Werth hahe. 



8. 

Fs sei E(^) eine rationale Function der Form 

VLiz) ■ -■ - 
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wo a,, »2, ..., %^ als unbestimmte Grössen betrachtet Averden, und es 
mag ein particnläres Integral des Systems der Fiinctionalgleiduingen 



(5-^) 



5(.-+ i)-=v{z)S{z)--R{z) 

.. 8(e + m) 
{z, ni) 



m = x 



jede Function heissen, dio eincm der uiiemllidi vieleii Gleicliuiigssystemen 
genOgt, woriii das System (52) ubergeheii känn, Avenn R(-2') als eine spe- 
cielle rationale Function der angegebenen Form aufgcfasst Avird. Als- 
dann hat man den folgenden Satz, der mit einem fundamentalen Satze 
aus der Theorie der linearen Differentialii^leichun^-en vollstllndi^ fiber* 
einstimmt. 
Ist 

(53) S,{z), S,{z), ..., N,(.^) 

ein solches System particidärer Inteyrale des obiyen Systems ron Ftinctional' 
yleichingen, dass seine Determinante r) einen von Nall verschiedenen Werth 
hat, so känn jedes andere Integral S{z) desselben Systems als Uneare homo- 
gene Function mit constanten Coefficienfen von Si{z), S.2{z), ..., S,,{z) ans- 
ged räckt werden : 

(54) S{z) = p,S,{z) + p,S,{z) + . . . + p,s,xzy 

Da der Ausdruck (54) durch eine geeignete Specialisirung der Con- 
stanten ^1, 2hj • • • » P^i gleich jeder beliebigen Functionen gemacht werden 
känn, ulie einem speciellen Gleichungssysteme der Form (52) geniigt, so 
nennen Avir diesen Ausdruck das allgemeine Integral des Systems der Func- 
tionalgleichungen (52). Wird ferner mit einem Fundamentalsystem par- 
ticularer Integmle jedes System (53) bezeichnet, \'on dessen Elem(yiten 
jedes Integral von (52) als lineare liomogene Function ausgedriickt werden 
känn, so gilt noch der folgende Satz: 

Die partiitddren Inteyrale 

S^[z), S.j^z), . . . , \(^) 
constituiren ein Fundameufalsysfem einzly und allein in dem Falle wo keine 
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lineure homoyenc Gleichimy mit comlanlm Cocfficknten zwischen llinen statt- 
fintlen känn. 

Schliesslich hat man den folgenden Satz: Zivischen Je /i + ^ 'pcirtiai- 
I (hen Integralen des Sf/stems (52) hestcht elne Uneare homoyene Gleichuny 
mit constanten Coefficienten. 



Wir betrachten jctzt die Gleichnng 

(55) n^) - IV) + (Å^), 

wo i^(^) die zu F{z) gehörige Partialbruchreilie und Q[z) eine beständig 
convergirende Potenzreihe bezeiclmet. Da die Function F{z) nach den 
vorigen Untersuehungen ein particuläres Integral des Gleiehungssystcnis 
(52) ist, so hat man 

(56) P(.+ i)=r(^)P(z)-E*(4 

Avo E*(.r) eine gewisse rationale Function der Form 

bezeiclmet. Stellt man die Gleichnng F{z + O "^ ^(-)^'X-) ^^^** (55) ^^"^ 

(56) zusammen, so findet man, dass die beständig convergirende Potenz- 
reihe 

Q{z) =- Co + c\z + . . . + c,z" + ... 
der Gleichnng 

(57) • Q(/ '+ O - T(.r)Q{.t) + E-(z) 

gen ligt. 

Die Potenzreihe (J{z) känn dem System der Functionalgleichnngen 
(52) nicht genfigen. Das genannte System ist ein Specialfall des folgenden 



(5«) 



S{z + i) = r{z)S{z) — 'R{z) 

llin _J: L : -- ]i^ 

m = «: (Z, ^^0 
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wo K eine unbestimmte Constanfie und E(-^) eine allgemeine rationale 
Function der in vorigem § angegebcnen Form bezcichiiet. Dass Q^z) ein 
particulares Integral des Systems (58) ist, geht ans dem folgenden*Satze 
hervor: 

Jeiler Combination einer hesthnmten Constante K und ehwr speaéllen 

rafionalen Function R(-^) der oft genannten Form entspricht eine und znar 

' nur eine einzige Function S{z) mit den beiden Fige)ischaften (58). Es ist 

ferner immer und nur auf eine Weise möglich die Constanten pu 2^7 •••' P^j (/ 

so zu bestimmen, dass 

S{z) = p,S,{z) + i),S,{z) + ... + p.^S^X^) + qQ{z) 

wird, wo Si{z), Ä,(~^), ..., S„{z) ein Fundmnentcdsjistem particuldrer Inte- 
gr(de des Systems der Functionalgleichungen (52) constituiren. 

Diintli wiederholto Anwendung der orsten der Gleichungen (58) or- 

halt man 

S{z + m) 

r(^)r(^ + I) . . . r(2 + m — i) 

^''^ \r{z) "^ r(2)r(^ +1)"^ ' " "^ r(7jr(^ + \)...r(z + m— \y 

Wondet man die zweite Glcichnng an, so folgt 

,. S{z + m) 

lim 



m«= X 



r{z)r(z + \) , , .r(z + m — \) 



^^""^ («, m) "r{z)r{z + \)...r{z +m— I) " '^'^'Vh 



in= X 



Avenn aneh die Gleieliung (9) in § i in Betracht gezogen wird, und es 
miiss mithin 



S{z) ■ KF{z) + y - — 
^ / \ j ^ L^ rU)r 



{z)x(z + I) . . .ru + an 

rt ""11 



sein. Wenn also eine Function mit don bcidon Eigonschaften (58) oxistirt, 
so ist sie in dieser Form darstellbar. Da die rechte Seite der letzton 
Gleichnng eine Function Avirklich darstollt, Avelcho dio beiden ansfénom- 
menen Eigonschaften der linken Soite oflfenbar ])ositzt, so ist hiermit der 
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erste Theil des obigen &itzes bewieaen. Setzt man ferner auf der rechten 
Seite 

80 folgt auch die Richtigkeit des zweiten Theiles, wenn man bemerkt, 
dass es immer und zwar nur auf elne AVeise inöglich ist, die Constanten 
Pi, p^j ..., p„ so zii bestimmen, dass 



B(« + n) 
Tlz)T(z 

wird. 



*'^') + r „.)r(.'y."'r(,.^,„ -^'-'?,(^)+ft^.W +... + PÅM 



Da also der Ausdrnck 

(59) S{z) = p,S,{z) + p,S,{z) + . . . 4- P,S.X.') + A7^(.0 

durch eine geeignete Speeialisirung der Constanten Pi^ p^i. , . . , j;„, K 
gleich jeder beliebigen Function gemacht werden känn, die einem speci- 
ellen Gleichungssystenie der Form (58) genftgt, so ist dieser Ausdruek 
das allgemehic Integral des Systems der Functionalgleichungen (58). 

Nimmt man an, es sei /ir= i, und bestimmt die Constanten p so, dass 

p,S,{z) + p,S,{x) + . . . + P,^U) - J\^) 

ist, so wird 

S{z) - F{z). 

Nimmt man an, es sei K o, und l)estimmt die Constanten p wie 
frOher, so wird 

S{z)~P{z). 

Nimmt man an, es sei K — i, und setzt p^ ju - . . . -- p,^ = o, 
so wird 

S{z) - Q(z). 

lis sind also F{z)y J\^\ Q{^) particulare Integrt^lle des aUgemein^n 
Gleiehungssystems (58). 

Aus dem soeben bewiesenou Satzo gelit nun aueh die Richtigkeit des 
folgenden hervor: 



N T 
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Die Function F{2), welche die charakfenstischen Eigonschaflen 
F{z + I) = r(.) F(4 lim -^p = i 



m= 00 



hesUzt, hann als eine Summe zweier anderm Functionen P{z) und Q{z) 
dargestéllt werden, von denen P{z) eine PartialbruchreiJie der Form (38.) 
mit den charakteristischen Eigenschaften 

P{z +. I) -^ T{z)P{z) - E-(.), lim ^^^ = o 



m— 00 



{z, m) 



und Q{z) eine heständig convergirende Potenzreihe mit den charakteristischen 
Eigensclmften 

Q{z + I) = r{z)Q{z) + BTiz), lim ^^^ = i 

hezeichnet. 

Unter den particulären Integralen des Systems (58) sind F{z)j P{z), 
Q{z) besonders bemerkenswerth und zwar ans folgenden GrQnden. 

F{z) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function, 
welche dem Gleichungssystem (58) genQgt, wenn B(-?) = o ist. 

Das allgemeine Integral geht nur dann in F{z) ftber, wenn man 
K= 1 und 

PiS,{z) + p,S,(z) + . . . + pMz) == P{z) 
setzt. 

Q{z) ist, abgesehen von einem constanten Factor, die einzige Function 
mit dem Charakter einer ganzen Function, Avelche dem Gleichungssystem 
(58) genttgt, und dann muss E(^) = — B'(^) sein. Deswegen ist auch 
die rationale Function 'R*{z) besonders bemerkenswerth. 



10. 

Nach den vorigen Untersuchungen entspricht jeder Function S{z) 
der Form (38) eine rationale Function der Form 

^^'^ = ^) ' 
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för welche die Gleichung 

S{z+ i)==T{z)S{z)--R{z) 

stattfindet. Umgekehrt entspricht auch jeder rationalen Function der ge- 
nannten Form eine Function S{z)j welche dieser Gleichung gendgt. Es 
ist noch tlbrig zu zeigen, wie die eine dieser Functionen bestimmt werden 
sol I, wenn die andere gcgeben ist. 

Es mag zunächst angenommen werden, dass S{z) gegeben ist und 
dass B(5?) bestinnnt werden solL Es sei a irgend ein Werth, fftr den 
weder S{z) noch S{2 + i) unendlich Avird. Werden rQ(^), rj(^), S{z)y 
^(^ + O "^^h positiven ganzzahligen Potenzen von z — « entAvickelt und 
der Zahler von ^{z) 

R{z)^t,(z)S{z)-r\{z)S{z+ I) 

nach wachsenden Potenzen von z — a gcordnet, so Averden die Coeffi- 
cienten dorjenigen Potenzen, deren Exponenten grösser als /i — i sind, 
gleich Null. Setzt man 

B{z) ==A, + A,{z —a) + . . . + A(^ — «)""\ 
80 ist oflfenbar 

^<f i - ^oW — i — r^o{^)—} — r + ---H — rT~'^('') 



Å— I 






(A = o, I, . . . , /i — i). 
Hat inan in dieser Weise fftr die Elemente 

6\(z), S,{z), ..., ^.X^) 
eines Fundamentalsystems von (47) die entsprechenden Functionen 

bestimmt, so ist diejenige rationale Function E(^), die einem anderen 
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beliebig gegebenen particulJlren Integrale S{z) entspricht, durch die Glei- 

chung 

E(^) = p,S,{z) + p, S,{z) + ...+ pMz) 

gegeben, wenn Pi, p^y - » • , Pfi dasjenige Werthsystem bezeichnet, för 
welches die Gleichung 

S{z) = p,S,{z) + p,S,{z) + ...+ pM^) 

stattfindet. Die Constanten jj; ergebcn sich durch Auflösung eines Systems 
von /x linearen Gleichungen. 

Ist B(^) gegeben, so ist die entsprechende Function S[z) durch die 
Gleichung 

o/ \ ^ y^ R(g + n) 

^ ^ ,f^r(a;)r(0+ i)...T(z + n) 

unmittelbar bestimmt. Hier tritt die Function S{z) jedoch nicht in der 
Form einer Partialbruchreihe auf. Hat man aber filr ein Fundamental- 
system, dessen Elemente Si{z), S2{z), ..., Sj,{z) in dieser Form gegeben 
sind, die bezUglichen zu den Elementen gehörigen rationalen Functionen 
Bi(^), R2(^), . . . , K/X-s?) bestimmt, so känn S{z) durch Auflösung eines 
Systeras von /i linearen Gleichungen auf die Form einer Partialbruch- 
reihe gebracht werden. Es ist nämlich 

S{z) = p,S,{z) + p,S,{z) + . . .+p^^S^X^\ 

wenn Pi^ p^j .. . , Pj^ dasjenige Werthsystem bezeichnet fllir welche§ 

E(^) = p,B.,{z) + p,B.,{z) + . . . + P.n.i^y 



11. 

Nach dem, was im vorigen § gezeigt worden ist, braucht es keiner 

* näheren Erörterung, Avenn es sich lim die Lösung der soeben betrach- 

teten Probleme fttr das allgemeinere System der Functionalgleichungen (58) 

handelt. Es sei nur bemerkt, dass alsdann P{z) und die entsprechende 

rationale Function B*(^) bestiniint sein nuissen. 
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Die Function P{'2) ist eine Summe von r Reihen: 

(60) P(^) = P(^; a,) + P{z; a,) + ... + P{z; a,). 

Zu jeder dieser r Reihen gehört ein System von Bedingungsgleichungen, 
denen die Constanten A gentigen. Durch diese Gleichungen werden die 
Constanten des ersten Gliedes nicht bestimmt. Diese sollen jetzt ennittelt 
werden. 

Bezeichnet man die logarithmischen Ableitungen von F{z) und I\z) 
beziehungsweise mit V'\z) und ^{z)j so ist offenbar 

(61) y\z) = a + /ii^{z — a,) + m^{z — a^) + . . . + /i,^^^ — a,) 

— v,^(^ — h^) — v^(p{z — ^) — ... — v,<p{z — b,). 
Die Function ^{z) känn bekanntlich in der Form 

^(.) = - c-i + (, -^) + (l-.-J^) + . . . 

dargestellt Averden, wo C die EuLEU-MASCHEUONi*sche Constante bezeichnet. 
Es sei nun P{z; a^) eine der Reihen, von denen P{z) eine Summe ist, 
und es mag der Körze halber 

•^a — * -^n —i 

gesetzt werden. Durch theihveise Integration erhalten wir nun zunächst 
aus 



2. T 



o 



die Gleichung 



2r 



(62) A,_, = -^^—jF{a, + re") V'X«, + re")(re")'V-*+V/^. 

O 

Setzt man in Gleichung (61) x = a^ -}- re", so erscheint auf der rechten 
Seite das Glied iip(p{re^^). Setzt man 



re 
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und entwickelt (lie rechte Seite von (6i) nach ganzen Potenzen von re", 
80 bekommt man eine Reihe der Form 



th 



Cx 



(63) V'K + re'') = -^i+oi + C\+ 6\re" + . . . + ^Jrey + . . . , 

re ^ 



wo 



C\ = ^;%r\a, - a„) -T,,r\a^ - K) 

ist. Es wird durch ^^^^ angedeutet, dass dasjenige Glied, wo tr = p ist, 
durch fip^^^\i) zu ersetzen ist. Setzt man in (62) statt ¥'*(a^ + re") die 
Reihenentwickelung (63) ein und föhrt die Integration gliedweise aus, in- 
dem man beachtet, dass 






fF{a^ + ré^reyat = o 
ftir h == /i^ + I, /i^ -f 2, . . . , so ergi«bt sich 



C._i 



^^!if-t — (« + ^\)A'p-t-{-l + ^\^fip-t\-'2 + • • • + j^_ j ^Hp- 



Fttr Ä; = I, 2, 



• • • > A*/» 



/i^ — I bekommt man die Recursionsformeln 



(64) 



.ä, . = (a + c;) J, 



/•p 



c. 



2A„_, = (a + t/o)Av-i + 17^/., 



{fi^-i)A,={a + C\)A,+yfA,-\-^fA,+...+ 



C. . . C. . . . G^,-i 



A'/' 



— 2 '*/' 



WO 



(65) 



A. = lim(^ — o//.F(^) 



/ = o. 



= e p 



«-. /^"'(a. 



r'(«, - b^)r\a, - 6.) . . . r'(a, - 6.) 



— Or) 



78 Hj. MelliD. 



12. 

Die in den §§ 5 — 11 angestellten Untersuchungen sind un ter der 
Voraussetzung geffthrt worden, dass 

lim I r(^)| > I 



£ -CC 



ist. Den interessanten Fall, wo 

lim|r(^)| = I 



/=i» 



ist,. will ieli bei eiiier anderen Gclegenheit behandeln. 

Es findet eine enge Beziehung statt zwischen den Integralen gewisser 
linearen DifiFerentialgleichungen und solchen Transcendenten, von denen 
im Vorigen die Rede gewesen ist. Die BeschafiFenheit dieser Beziehung 
soU hier kurz angegeben werden. Die zur Function 

gehörigen Reihen S{z) bilden eine Gruppe und haben alle die Form 

Jede derselben befriedigt eine Gleicliung 

wo E(^) eine ganze rationale Function höchstens {/i — i)^®"" Grades be- 
zeichnet. Die Constantcn Ä gen ögen den Bedingungen 

4-i.-(70(-r)'>-''+(r-^)(^)"^*V/'+...+(-')>.-;. 
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Setzt inan 

<> = o, 4"i, = o, . . . , ^r= I, 

so bekommt man eine Reihe der Form 



Setzt man f er ner 



00/ . \ .'tM 



f^ (hr 






SO känn S{z), wenn der reelle Theil von z grösser als NuU ist, folgender- 
maassen in dor Form eines bestimmten Integrals ausgedrttckt werden: 

S{z) = fyx'-'dx. 

Die beständig convergirende Potenzreihe y genögt, wie sich leicht ergiebt, 
der linearen homogenen Diflferentialgleichungen /i^' Ordnung 

1)^x1)^ . . . xD^y = (— i)'V/. 

Es gilt nun folgender Satz: 

Jedem Fmidamentalsystem particulärer Integrale 

(66) S,{z\ S,{z\ ..., 5,(^) 

des Systems der FunctionalgleicJitingen 

S{z + i) = z''S{z) — 'Bi{z) 

lim -^^^"4= o 



f w — I m'Y 

= 00 v / 

entspricht ein sölches Fundammtalsystem particulärer Integrale 

(67) i/u 1/2, . .., y,. 

der linearen homogenen Differentialgleichung /i'"' Ordnung 

D^xD, . . . xD^y = (— ir?/, 

dass 

1 

(68) • Sj,{z) = JyKx"'^dx, (;. = i, 2. . . . . /x) 
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wenn der reelle Theil von z j^ositiv ist, tmd umgekehrt entspricht auchjedem 
Ftindamentalsystem (67) ein Fundamentalsystem (66), fur welches die Glei- 
chungen (68) stattfinden. 

Dieser Satz ist nur ein Specialfall von anderen, die sich auf lineare 
homogene Differentialgleichungen der Form 

(69) x^D^x^^D, . . . B^x^^nj = cx^B^x^^D^ . . . B^xf^-y 

beziehen. Die DifiFerentialgleichung der hypergeometrischen Reihe ist von 
der Form (69). Sie känn in der That folgendermaassen geschrieben werden: 

x^B^x^B^y = xyB.x^-^^^^B.x^^y. 

Die Gammafunction ist nicht die einzige Function, welche nach der 
im Vorigen angewandten Methode behandelt werden känn und von der 
man alsdann zu neuen mit der Function verwandten Transcendenten ge- 
langt Dieselbe Methode känn ebenfalls auf die Function 

il (I +a,q\r.,, n(l +a.(y%r 

n^) ^"^ — "^ — — (kl < o 

n(l H-6y^f ... 0(1 +h,q'zf' 



angewandt werden. 
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OBER HYPERELLIPTISCHE INTEGRALE 

ZWEITER UND DRITTER GATTUNG 

VON 

OTTO STAUDE 

in BRESLAU. 

Auf die Darstellung der hyperelliptischen Integrale 2. und 3. Gat- 
tung durch Thetafunctionen sind namentlich die von Riemann begrtln- 
deten Methoden mehrfach ^ angewendet worden, während die unmittelbare 
Analogie des in Jacobi^s späterer Theorie der elliptischen Integrale be- 
nutzten Verfahrens ^ bisher nicht verfolgt zu sein scheint. Indem die 
vorliegende Mittheilung auf die Ausdehnbarkeit der jACOBfschen Methode 
auf die hyperelliptischen Integrale i. Ordnung hinweisen will, verbindet 
sie damit die Absicht eine von Herrn Weierstrass mitgetheilte Formel,' 
welche die Bogenlange der geodätischen Linie auf dem EUipsoid durch 
hyperelliptische Functionen ausdrtickt, auf einfache Weise abzuleiten. 

§ I. Um die geometrische Bedeutung der bezeichneten Formel in 
ihrem vollen Umfange zu charakterisiren, bedarf es zuvörderst einiger 



' Vgl. unter aoderen: RocH, Ober die 3. Gaitung der AheV schen Integrale I. Ord- 
nung, Crelle^s Journal, Bd. 65, S. 42; Vher Äbelsche Integrale 3. Qattung, chå,^Bå. 
68, S. 170. Weber, Dber die Transrendenten 2. und 3. 6 attun g bei den hyperelliptischen 
Functionen I. Ordnung, ebd,, Bd. 82, S. 131. Thomae, Dber Integrale 2, O attun g, ehå,, 
Bd. 93, S. 69 uod Bd. 94, S. 241. 

Vgl. Jacobi, Gesammelte Werke, herausg. v. Weierstrass, Bd. i, SS. 526 ff. 
533 ff. 

• Vgl. Weierstrass, Dber geodätische Linien auf dem dreiaxigen EUipsoid, Mo- 
natsberichto der Berliner Akadcmie vom J. 1861, S. 995. 
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Otto Staude. 



Bemerkunsen Uber die Darstelluno: der creodJltischen Linicn und der Krtirn- 
mungscurven auf dem Ellipsoid durch hyperelliptische Functionen. 

Es werden unter x, y^ z die gewöhnlichen, unter ^, /i, v die ellip- 
tischen Coordinaten eines Punctes im Raume verstanden. Die letzteren 
sind in bekannter Weise, unter Annahme dreier Constanten a, /9, ;•, de- 
finirt und entsprechen mit Bezug auf diese den Ungleichungen 



a > v >^>/i> ;-> A> 



cc. 



Auf dem Ellipsoid A = A^ wird diejenige geodatische Linie betracht^t, 
welche dessen Schnittlinie mit dem einschaligen Hyperboloid /i = /i^, eine 
Krttmmungscurve auf dem Ellipsoid X = Å^j bertthrt; Å^ bedeutet einen 
bestimmten Werth von A, /i^ einen ebensolchen von/i. Die Differential- 
gleichung der geodfttischen Linie in elliptischen Coordinaten /i und u lautet: 



(O 



(v — /Jdv {/i — Å^)d/i 



2N 



2M 



= o, 



wobei N und M resp. die mit = u und z = [x gebildete Wurzelgrösse 



Z = y'(« — Z)([i— Z){/I, — Z)(y — Z)(k, 



Z) 



bedeuten. Während die Variablen fx und v dieser Diffcrentialgleiehung 
gentlgen, stellen die Ausdrftcke: 



^jg ^ (^ — AqX^— /^o)^>^ (/* — K)(/^—f^J^ f* 



2N 



2M 



und 



^e == . / (« — (o){fi— (o){r — <^) 



(1^ — ^oX»' — lO^^ {/^ — K)(m — lO^f- 



(1/ — (o)2N 



(fl — M)2M 



das Bogenelement der geodfttischen Linie dar, ^ und zwar resp. in ge- 
wöhnlicher und in projectivischer auf das Ellipsoid A = ai als Fundamen- 
talfläche bezogener Maassbestimmung. Dieselben Formeln gelten fftr das 
Bogenelement der Krttmmungscurve // = /i^ . Man mag — co < ft> < A,, 
annehmen, um ftlr dS^ einen reellen Werth zu erhalten. 



' Vgl. Mathematische Annalen, Bd. 20, S. 158. 
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All Stelle der elliptischen Coordinaten //, p sollen nun die Integral- 
summen: 



(I) 



/9 r 



2M 



w. 



J ^^ J 2M 

/9 r ^ 



als neue Coordinaten zur Bestimmung der Puncte des Ellipsoides A = ^ 
eingeftihrt werden. Mit Rtlcksicht auf (i) lautet dann die DifFerential- 
gleichung de¥ geodatischen Linie: 

(2) du^ = o. 

Die Variablen Wj, u^ werden jetzt als Argumente hyperelliptischer Func- 
tionen genommen. Man gehe zu dem Ende von der bekannten Definition 
S{v^y v^) zweier Variablen Vj, v^ und dreier Parameter a^^y a^^, a^^ aus 
und unterscheide die 16 coordinirten Formen der Function nach Weier- 
strass durch die Zweiindices-bezeichnung, ^ Die Variablen t;^, v^ und 
die Parameter a^^, a^^, a^^ sollen dann von u^, u^ und den auf reellem 
Wege mit den positiven Werthen der reellen Quadratwurzeln yZ* und 
y/— Z* berechnet^n Constanten: 



(3) 



/«0 



A 



i(z 


— /tjdz 


1 

c 


2^2» 




- K)Jt 



"■--I 









a 



Ii 



••> — / 



{z — Å^)dz 



/? 



2v/Z 












A. 



u 



a 



in folgender Weisc abhftngen: 



(4) 



u.B^ — u^B. ni 

|i —-- — ! — l ! — ! 

^ A.B. — A^B, 2 



v. 



11 



« 1 



A^B^ — A^B^ 7 



(5) 



^11 = 



C.B,-C,B 
A,B.—A.B. ' 



^^. = 



1*^8 



«U = «»1 = 






A,B, - A,B, 



^, 



t: = 






TT. 



' Vgl. Mathomatische Annalcu,' Bd. 24, S. 284. 
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Als Functionen von u^, u^ seien die Functionen B{i\j t\) mit ö(«i, wj 
bezeichnet. Es sei ttberdies mit ebenfalls positiven Werthen von yjZ": 



a 



^ ' J 2yiZ* ' J 2VZ' 



Alsdann geben die Formeln: 



. 1 



«__ ^ .Vi a — ^.K«— /O 6>„(>/,, »,) ^ 



(7) 






g _ ^ t / (r — ^)(/^o — r) p..(».> w.> 



bei gleichzeitiger unabhängiger Veränderliehkeit der beiden Variablen »,, «, 
im reellen Grössengebiet die Coordinaten x, y, 2 der Piincte der zwischen 
den beiden Zweigen der Krummungscurve fx = /a^ gelegenen Zone des El- 
lipsoides Å = X^; und zwar erhält man, während u^, u^ ein voUständiges 
System modulis (4^4 j, ^A^; ^B^, ^B^) incongruenter Werthepaare durch- 
läuft, jeden Punct der Zone zweimal. Lasst man dagegen, von einem 
der beiden einem Puncte der Zone auf solche Weise zugehörigen reellen 
Werthepanre u^, u^ ausgehend, fernerhin u^ tmverändertyU^ aber beständig 
wachsen öder beständig abnehmen, so beschreibt der Punct (re, y, z) eine 
der beiden durch seine Ausgangslage hindurchgehenden geodätischen Linien 
nach der einen öder anderen ihrer beiden* Richtungen. Setzt man z, B. 
u^ =z o öder u^ = — 2A^ und iJlsst beziehungsweise u^ von u^ = o öder 
w, = — 2A^ an beständig wachsen öder abnehmen, so erhält man die 2 
geodätischen Curvenztige, welche sich im Puncte a; = ^/a — ;^, y = o, z = o 



* Meine Indicesbezeichnung der Function 0(u^^ u^) geht id die WEiERSTRASS^sche 
Ubor, wenn man Uberall die Zahl 5 wcglässt und 9^ statt 9 schreibt, also 



statt 



^5 ^J4 ^04 ^08 ^3 ^1 ^13 ^01 ^03 ^0 ^11 ^18 ^i ^14 ^34 ^4 
^ ^ii ^04 ^0« ^35^51^13 ^01 ^03 ^0*^11 ^»3 ^»6^41 ^48 ^46' 
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kreuzen. Setzt man hinwiederum u^ = — A^ und lägst u^ von u^ = — A^ 
wachsen und abnehmen, so beschreibt der Punct {x^y^z) den geodätischen 
Curvenzug, welcher in einem der Piincte // = ^^, u = ^ die Krömmungs- 
curve n = /x^ bertlhrt. 

Lässt man endlich u^y u^ der Gleichung 9^^{u^, u^) = o entsprechend 
variiren, etwa von dem Werthepaare — A^, — A^ an, so beschreibt der 
Punct {Xj y, z) die Krummungscurve fx =^ [x^ selbst. 

Die Formeln (7) gében also einer setts die Flåche der zwischen den 
beiden Zweigm der Krummungscurve /jl = /x^ gelegenen Zone des Ellipsoides 
A = -A^, andererseits diese Krummungscurve und ihre geodätiscJwn Tangenten 
durch die Parameter w^, u^ dargesteUf. 

§ 2. Um auch die Bogenlängen S^ und iS^ der betrachteten Curven 
auf dem Ellipsoid durch die Paranieter w^, w^ ^usgedrttckt zu erhalten, 
wird man zuerst die allgemeinere Aufgabe lösen: 

Die Integralsummen 2. und 3. Gattung: 



v, .v 



/t.J/ 



(«) 






— KX!^ — fO^¥ 



2M 



/? 



(II') s,=\/^^^p^!Miz^-''') 



(/^o — ö>X^o — ^^) 



v, .v 



/t, J/ 



,/' 



{\f—lo)2N 



J (fi-^(o)2M 



a 



durch die Integralsummen i. Gattung u^, w^, bei unbeschränkter Veränder- 
lichkeit der g&meinsamen oberen Grenzen u, N und /i, 31 innerhalb des hy- 
perelUptischen Gebildes, darzustellen. 

Dabei wird man in S^ zugleich an Stolle von w zwei neue Para- 
meter 5j, s^ einftthren, wolche definirt sind durch die Gleichungen: 



(I') 



2A 



o>. 



<t 



=i 



J 2A 



^i3(sp «,) = o; 



QO 



00 



unter A und Q sind die mit z = X und z = a> gebildeten Werthe der 
Quadratwurzel Z zu verstehen. 

Vermöge der in (I) und (F) angenommenen Beziehung zwischen den 
Variablen p, fx und Wp u^ einerseits, w und s^, s^ andererseits bestehen 
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(lic folgenden Relationen, welche als unmittelbare Ausflösse der Umkehrung 
der hyperelliptischen Integralsumnaen i. Gattung zu betrachten sind: ^ 



(8) 



\(v-/iJ(/i^-/i) = \{a-fi^)(^-/i^){u^-r)(f^o'-^) 



*K, ^) ' 






\7^« - ^'^ 



SÅ,- (O 



=\/^ 






/A>-^c 



= \/5 






/'o-^ 



Bezeichnen ferner é?, Ö'^*\ ö'^*^ die Werthe der Function 0{u^, w^) und 
ihrer partiellen Ableitungen nach Wj und u^ fQr u^ = o, 2<j = o, so ist: ' 



(9) 



É»..-, 



-=o, 



««.' = _ //(«-/^)(y9-/i.)(/^o ^) 
«» V «„-;.„ . 



ty 40 

*^ = o, 



\/^ 



-i,)(/9-;.,)(r-^) 



6»:"' 



«4 



^Ol^OS^iJ 



^4«l 



^4. 



= O. 



Mit Benutzung dieser Formeln dröcken sich die Differentiale dS^ und dS^ 
der Integra Isu minen 2. und 3. Gattung S^ und ^J^ in folgender Weise aus: 



(10) 



dS. 



(v — /,)(»' — /<o) du (/i — ^)(// — /tjdft 



2iV 



2jlf 



6>;i,"^^t,(«., t/.) ^^ mv'-yL{u,, «,) 



é^J.ÖV,, «.) 



6'Lö'(«., «,) 



f?M.„ 



(10') ,^n; = v/(^:p^M:iJ?fcz^) 



(y — /,)(y — //Jdi/ ( <i — /J(/^ ■— /^o)^/^ 



(i/ — ö;)2iV 



{fi — a))2M 



OU^i, Si)9Uui, u^) , ^ ^<4(gi, g«)^L(^M ^,) 



öjii 6^48 tf 40(^1 ^ *»)c^4fi(''i» *a) 






' Vgl. Mathcmatische Ännalen, Bd. 25, S. 416. 
' Vgl. Mathematische AnnaloD, Bd. 24, S. 290. 
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§ 3. Diese AusdrQcke in den Wj, w.^ und 5j, s^ können aber als voll- 
ständige Ditferentiale dargestellt werden vermittels des ftir die Thetafunc- 
tionen geltenden Additionstheorems: 

»4.% + v)8{u + iv)9,,{v + iv) = O{ii)0,,{v)0,,{iv)ft{u + v + tv) 

in welchem allgemein die einfachen Symbole u; v\ u. s. w. die Argu- 
mentepaare w^ w,; t;^, v^\ u. s. w. vertreten und unter !*,,«,; t;^, t;,; m;j,u;, 
3 Paare unabhangigcr Veränderlicher verstanden werden. Wenn man 
dieses Additionstheorem partiell nach w^ (Ä = i , 2) differentiirt, hiernach 
w^ = Q, m;^ = o setzt und schliesslich durch B^^S{u)9^^{v)S{ti + v) divi- 
dirt, 80 folgt: 



(lO 



8{u + v) e(u) e^{v) 



9^9{u)9,lv)8{n + v) "^ ' 9,^9{u)9,,{v)9{n + v) "^ 9,,9{u)9,Av)9{u + v) ' 

wo mit 9^^^\u)j u. 8. w., der i. partielle Differentialquotient von 9{u^j w,) 
nach Uf,y u. s. w., bezeichnet ist. Durch partielle Ableitung dieser Formel 
nach Vi (i= i, 2) und nachfolgende Nullsetzung von v^ und v^ erhält man: 

wo öii***' der Werth des 2. partiellen DifFerentialquotienten von 9^^{u^, «,) 
nach Mfc und m, för «, ^ o, m, = o ist. 

Multiplicirt man die 4 mit Ä, i= i, i ; i, 2; 2, i; 2, 2 hieraus ent- 
stehenden Formeln der Reihe nach mit du^, du^, rf«,, rf«, und addtrt 
unter gleichzeitiger Berflcksichtigung der Gleichungen (9), so ergiebt sich: 
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und damit nach (lo): 

^ rfw, 5 aw^. 

Lasst man endlich w^, t^^, von dem Werthepaare o, o an, eine continuir- 
liche Reihe von Werthepaaren durchlaufen, so ist durch die Gleichungen 
(I) im Allgemeinen eine entsprechende Reihe von Stellenpaaren i^, JV; /£, 3f 
im hyperelliptischen Gebilde gegeben; und die Iftngs dieser zusammen- 
gehörigen Werthreihen w^, u^ und v, JV; /£, M vollzogene Integration der 
Differentialgleichung (12) giebt: 

v, N /i. M 



(13) .s-,^p -^o)^-/^.)^v _y(^ 



23f 



Statt der Nullwerthe der 2. Ableitungen der Function ^^^(Wi, u^ Icönnen 
hier die Constanten (6) eingeftlhrt werden. Es entsprechen nftmlich den 
Werthepaaren -4j, Ä^ und B^j B^ von u^j u^ die Werthepaare E und F 
von /S\ ; die Substitution dieser zusammengehörigen Werthepaare in die 
Gleichung (13) giebt die Relationen: 



(14) 



p ^46 "T ^46 J I ^46 "T tT46 . 

i = ä ^1 + 5 ^ 



Ö« ' ' Ö„ 



T.-? "4.». "T CT43 ^ C745 -f 1740 j-j 

^ = — b:. — ^^ + — K — ^» 



'45 ^45 



Mit Benutzung dieser Formeln känn man die Gleichung (13) auch schreiben 
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In den Variablen v^, v^ geschrieben, wird, 
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v 



S, = 2E^.+ 2F^.+ 



v, , a lof? *(«;,, v,) 3logr*(t;,, uj 



TTt 



TTt 



du. 



+ 



du. 



Um diese Gleichung in die von Herrn Weierstrass a. a. O. erhaltene 
Form zu setzen, hat man X^ in o, u^ in u' — fi^Uy u^ in w', v^ in mv, 
t;, in TTW' umzuSvandeln; man erh&lt dann: 

alo^d(i;, r') 



(15). 



S^ = 2i;t; + 2Fv' + 



du' 



§ 4. Um in entsprechender Weise die Formel (10') zu behandeln, 
geht man wieder von der Gleichung (11) aus, setzt darin einmal v = 8 
und einmal v = — s und subtrahirt die entstehenden Gleichungen; man 
findet mit Röcksicht auf die Relation 8^^{s) = o: 



(16) ,- 






1 6y'gjw)6j<«) / g»,(«+«) gw(M-« )\ 



Efl ist aber bei beliebigem u^, m, und s,, s,: 



2 V Ö(m + «) "^ 9(n-j) , 



B,,e^e„As)9„(»)9„(y) _ g«»4.g..(g)g^( « )^..(t« 



^01^4 



2\e(« 






9l{») 9l,(n) 9lAs) 9l(u) g?,(^)g^(n) " ' 
Ö«Ö„e,.(»)Ö„(8)6>«(«) 9,,9„9,,(s)9u(k)9„{u)9Ju) 



I 



I /»«,(« + «) »5,(«-«)\ _ 9.n9„9,,{s)9,J.x)9(u) 9„9„9,As)9,,(*)9iu)9{u) 






mit ö,,(s) = o fällt in Zähler und Nenner der rechten Seiten je ein 
Glied fort. Die entstehenden Ausdrtlcke substituire man in (i6). Nimmt 
man dann /»== i, 2, multiplicirt mit du^, dti^ und addirt, so findet man: 

i a log |Ji±4 _ ii2ifii(f.) rf«^ _ l}2K£^iil au, 

2 ° Ö(m — «) 3«, 1 3», * 

9oi9'^'9M9u{'') B'M9'Ju)^^ ^ 9„9;T9Js)9,,(s) ei(s)9i,{v) ^^^ 



9^9M 9,,9„9^{s}9,As) 9U(i')9'{u) 
9u9^{t) 



9„,9,,9^{f)9,,{8) BiMff^in) 



9l[i>)9l {u) 9l('>)9l ,(u) 
9U{»)9'{u) ^ 9l{s)9'{v.) 

Aeta mathematica. 8. Imprimé It 10 Mars 1886. 
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Bei beliebigem 5j, s^ besteht nun die Relation: 

die sich mit 8^^{s) = o um ein Glied reducirt und mit RftckBicht auf 
die vorletzte Formel (9) geschrieben werden känn: 

Hiernach wird: 

2 ° ö(M — «) 3«, ' a«, " 






du. 



Ö„ 9,, 9,., (»)9,,{») 9lJis)9Uu) 9Us)0U u) 

und nach (lo'): 

(12') rL% = -rnoglS-;^ ' + "■' "' -^ _ ^H-^»^^n Orf» ■ ^'"g^^^.Cn "J ,^ . 



Die Integration giebt wie oben: 

v, .v »4, if 

^ ^ ^' V ~(fi^^:~,o)(Å,^io) I (v-w)2N I (fi-io 



,)2M 



§ 5. Die in §§ 2 — 4 angewandte Methode zur Darstellung der 
Integra Isummen 2. und 3. Gattung (II) und (IT) durch die Integralsum- 
men i. Gattung (I) und (I') in der Form (III) und (IIT) ist nicht an die 
specielle Beschaflfenheit der Formeln (9) gebunden, welche bedingt ist 
theils ' (i. und 4. Formel (9)) durch die besondere Wahl der linearen 
P'unctionen im Zähler unter den Integralen (I), theils (5. und 6. Formel (9)) 
durch die Verlegung eines Verzweigungspunctes des hyperelliptischen Ge- 
bildes in's Unendliche. Diesélbe Methode känn vkJmehr iiherhaupf zur Dar- 
stellung der Integralsummen 2. und 3. Gattung benutzt werden und giebt 
vermöge ihres Äusga^ngspunctes zugleich eine an die Theorie der Thetachardk- 

^ Vgl. das Fehlen der einen Variablen im liDearen Glicdc der auf den Fall /> = 2 
angewandten Entwicklungen (3) bei Wkierstrass, CrellkV Journal, Bd. 47, S. 29 1 . 
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teristiken anschliessende Gruppirung der IntegraUumynen 2. und 3. Gattung 
mit Bezug auf die 6 Verzweigungspuncte des hyperelliptischen Gehildes, 

§ 6. Ober die geoiiietrische Anwendung der Formel (III) sei noch 
eine kurze Bemerkung angeschlossen. Um die Bogenlänge der oben er- 
wähnten Curven auf dem Ellipsoid A = ^^ zu bestimmen, mag man die 
Formel vorerst, durch Verbindung mit der Definitionsgleichung (6) der 
Grösse E^ in die Gestalt bringen: 

1/. .v /I, M 

\}^) . I 2N 1 2M 



/*0 



Diese Formel giebt nun, wenn Wj — — Ä^ bleibt, u^ aber von — Ä^ an 
wachst, die Bogenlänge derjenigen geodatischen Liniey welche der in (7) 
definirte Punct (rr, y, z) bei der gleichen Annahmé tlber w, undw^ be- 
schreibt. Der Änfangspunct des gemessenen BogenstUckes befindet sich in 
einem der 4 Schnittpuncte der ^a^-Ebene des Coordinatensystems mit 
der KrQmmungscurve /i = /x^ und ist ein Benihrungspunct der geodatischen 
Linie mit der Krumynungscurve, Die Formel giebt aber zugleich die 
Bogenlange der Krummungscurve /x = [x^ von demselben Anfangspuncte 
aus gerechnet, wenn Wj, w^ von — A^^ — A^ an beide zusammen sich 
bewegen, dabei aber immer der Bedingung ti^^in^y u^ = o genttgen. 

In demselben Sinne also^ ivie die Formeln (7), jenachdem sich Wj, w.^ 
wo^A dem Gesetze 

(17) n.^ = const, öder ^^^(''i» ^2) ~ ^ 

bewegeriy die rechhvinkligen Coordinatefi x, y, z der Functe der geodatischen 
Linie öder der Krummungslinie darstellen, giebt die Formel (IV) die Bogen- 
länge entweder der einen öder anderen Curve. 

Sie stellt also auch die Bogenlänf^e eines aus Stttcken der Krömmunors- 
curve und geodatischen Linie zusammengesetzten Curvenzuges dar, der bei 
einer eontinuirlichen Bewegung des Werthepaares Mj, u,^ durch die Formeln 
(7) in der Weise construirt wird,. dass etwa vom Puncte — A^, — A^ 
aus zuerst das i. Gesetz (17) befolgt wird bis zu einem Werthe u^ = ^'i? 
(ler die Bedingung ^.^^(cp — -^a) = o erfiiUt, von hier ab das 2. Gesetz 
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(17) eintritt und gilt bis etwa zu einem Werthepaare cj, Cj [#2ä(cJ, 6*0) = o], 
alsdann mit W2 = ci wieder das i. Gesetz befolgt wird, u. s. w. Der so 
construirte Curvenzug auf dem Ellipsoid A = A^ ist allenthalben stetig ge- 
krtlmmt, indem tiberall, wo geodatische Linie und KrOmmungscurve 
ineinander ftbergehen, zwischen faeiden Bertthrung stattfindet. 

Eine besondere Gruppe solcher Curvenzöge verdient hervorgehoben 
zu werden. Lässt man nftmlich in (7) zuerst bei constantem w, = — A^ 
die Variable u^ von — A^ an wachsen bis zu dem tibernächsten Werthe, 
der mit u^ = — A^ zusammen der Gleichung 035(^1,^2) = o gentigt, und 
der, wie sich zeigen Iftsst, < ( — A^ — 4^^ — 4]?^ ist, lässt von hier ab 
aber u^j u^ beide dieser Gleichung entsprechend sich weiter bewegen bis 
zu dem Werthepaare: — A^ — 4^, — 47ij, — A^ — 4^, — 4B,: so be- 
schreibt der Punct (x, y, z) einen geschlossenen Curvenzug ^ der zuerst als 
geodätische Linie von einem Beröhrungspuncte mit dem einen der beiden 
Zweige der Kröinmungscurve /i = /io ausgehend, bis zum nftchsten Be- 
rtlhrungspunct mit dem nämlichen Zweige sich fortsetzt, von hier aus aber 
l&ngs dieses Zweiges selbst fortlaufend sich schliesst. FOr die Bogenlänge 
dieses geschlossenen Curvenzuges giebt die Formel (IV) mit 

u^= — A,— 4^, — 4B,, ?i, = — A^ — 4A^ — 4^2 

den (positiven) Werth: L = — 4E' — 4F. Hierbei kommt es öbrigens auf 
den Anfangspunct der Construction des geschlossenen Zuges nicht an. 

Diese Bemerkung giebt die geometrische Bedeutung der doppelten Samme 
der beiden reellen Periodicitätsmoduln — 2E, — 2F des hyperdliptischen 
Integrals 2. Gattung, welche analog ist der Bedeutung des vierfachen 
ganzen elliptischen Integrals 2, Gattung als Ausdruckes för den Umfang 
der Ellipse. 

BreslaUy im Octöber 1885. 
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SUR UN THÉORÉME DE M. HERMITE 

RELATIF X LA FONCTION ^(oc) 

PAB 

M. A. STEEN 

4 BBRNB. 

Une considération tres élérnentaire conduit a la formule 

E(x) + e{x+^) + e(x+^) + ... + e(x + -^) = E{mx) 

que M. Hermite a démontrée dans le T. 5 de cc jounial (p. 315). 
Soient k et m deux nombres entiers, A; < m, et 

X > E(x) + -, x< E(x) + ^-i-^ . 

On a donc 

mx > mE{x) + ifc, mx < fnE{x) + A; + i 

et 

E{mx) = mE{x) + A. 

D'ailleurs on a 

, m — k — I rf/ \ • ^ + i . w — i — I 

•m ^ ^ m m 

X H > E(x) H 

Af ta malhfmatica, 8. Imprimé le 10 Mars 1886. 
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c'e8t a (lire 



rc H < E(x) + I 



x^'l^=±> E(x)+ I. 



Aiiisi on voit que cliaque terme de la serie 

a la valeur E{'x), pendant que chaquc terine de la serie 

est = E{x) +1. La soinme de ces deux series aura donc la valeur 

(m — k)E{x) + k[E{x) + i] = mE{x) + k = E{mx). 

Gette demonstration conduit aussi au théorénie suivant: 
La valeur de la serie 

S = e{. + i) - e{. + i) + f;(^ + i) _ . . . ± E{r + '^) 

est = E{x), — I, E{x) + I, zéro, selon que les nonibres m et k sont 
tous deux pairs ou tous deux iinpairs ou m pair et A; iinpair ou m 
iinpair et k pair. 

i\ Si m et k sont pairs, m — k — i est impair, alors les m — k — i 
premiers termes de la serie se rcduisent ä un seul qui a la valeur E{x) 
tandis que les k termes suivants se détruisent mutuellement. 

2"*. Si m et A- sont impairs, m — k — i est aussi impair, la somine 
des m — k — i premiers termes a la valeur E{x)y tandis que les k 
termes suivants se réduisent a un seul doué du signe négatif, ainsi on a 
S = E{x) — [E{x) + i] = — !• On voit de méme que 

3^ Si m est pair et k impair la somme des m — k — i premiers 
termes sera = o et la somme des k suivants se réduira a E{x) +1. Et 

4^ Si m est impair et k pair, tant la somme des m — k — i premiers 
termes que la somme des k suivants se réduira ä zéro. 



Sur un théorénie de M. Heraiito' rcUttf h la fonction E(x) 05 

Eti combinant les deux théorémes par addition et soustractiöh on 
trouve les formules suivantes: 

Si m c^t un nombre pair on nura, éelon qiie A est pair ou iinpair 

E(fnx) E(rnx) + i . 



A^i^M^i^HIMrt^ 



2 2 



E(mx) ■ T,/ \ E(mie) — i „, x 
,^-^->—E{x) ou = ' ' ^ E{x). 

Si m est un nombre impair on aura, selon que A- est pair ou impair, 

Ei^nx) — E{x) E{fttx) — E{x) — i 

^ r= OU = : 



£(.+i)+4+±)+...+4+^^) 

E{mx) — E(x) E(mx) — E(x)+i 
= _J i J — i ou = — ^ — ^ — . 

2 2 

Il est évidönt que, m étant pair, E{fnx) sera pair si k est pair et impair 
si k est impair, tandis que, m étant impair, E{mx) — E{x) sera pair si k 
est pair et impair si A* est impair. 

Les considérations précédentes montrent aussi qu'on peut exprimer 
la valeur S de la serie 

^(^ + i) + ^K' + å) + ••• + (—* - ■)4 + ^— ) 

+ (m - *) e(t + "^^ + ... + (»- 1) E(ir + ^i^) 
au moyen de -R(''') et de E{mx). 



I 
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Gar on a 



m(m — O t:»/ \ , m(m — i) (m — kYm — k — i) 

= __i -E(x) H — ^^ — ^ -' 

2 ^ ^ ^ 2 2 

Si, dans cette équation, on subatitue E{mx) — mE{x) au lieu de A-, on 

trouve 

^ (2w — i)E{mx) — m*E(«) — [E( mx) — mE {x)Y 
Ä = ^ 

Soit p. e. 07 = -^, f» = 6, alors on a E{x) = 2, E{mx) = 14, et 

Il est evident quon trouve par la inéme méthode la valeur de la serie 
beaucoup plus générale 



+ f(m-i)E(x+'^) 



f{k) désignant une fonction de Ä, si Ton suppose connue la valeur d'une 
serie de la forme 

/•(l) + /-(2) + ... + /•(»,). 

Berne le 7 Janvier 1886. 
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ANZAHL-BESTIMMUNGEN Ft)R LINEARE RÄUME 

BELIEBIGER DIMENSION 

VON 

H. SCHUBEET 

in HAMnURQ. 

In einer Abhandlung, * die im 26^^° Bände der Mathem atischen 
Annalen (S. 26 — 51) erschienen ist, habe ich als Funktionen von n alle 
diejenigen Anzahlen ausgedrQckt, welche angeben, wieviel Strahlefi in 
einera n-dimensionalen linearen Raume gegebene Grundbedingungen er- 
fttllen, wo unter Grundbedingung jede Bedingung zu verstehen ist, welche 
verlangt, dass ein Strahl in einem gegebenen a-diniensionalen linearen 
Raume Hegt (a^w) und dabei einen in diesem Raume liegenden a-di- 
mensionalen linearen Raum (a < a) schneidet, d. h. einpunktig trifft. 
Zugleich habe ich dort nicht allein ftlr den Strahl sondern auch fftr die 
Ebene und öberhaupt för jeden j>dimensionalen linearen Raum diejenigen 
Bedingungen aufgezahlt und auch mit pa^ssenden Symbolen bezeichnet, 
welche man als Grundbedingungen zu betrachten hat. Ich wiederhole hier 
diese auch im Folgenden fortwährend angewandte Bezeichnunojsweise: 

Die Dimension des linearen Raums, in welchem alle vorkommenden 
Gebilde gedacht werden sollen, heisse stets n. Es bedeute femcr jedes 
Symbol 

_____ [«]. 

* Die n-dimensionalen Verallgemeinerungen der fwi damen talen Anzahlen tniseres Raume». 
Von dicser AbhandluDg, die ich im Folgeoden immcr kurz Fund, Änz. neDDcn wcrdc, 
bcnatze ich hier hauptsächlich nur die dort in § 2 angcfahrtcD, zum Thcil auch scLoq 
von Herrn Veronese (Mathematische Annalen, Bd. 19) zusammengestelltm, sehr 
nakeliegenden allgemeinen Sätze ttber lineare Räume and ihre Dimensionen. 

Acta mathématica, 8. Imprimé le 1 Mars 1886. 13 
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wo a i^^gend cine ganze Zahl öder ein eine ganze Zahl darstellender 
Buchstaben-Ausdruck ist, .einen a-dimcnsioiialen linearen Raum, z. B. [o] 
einen Punkt, [i| cinen Strahl, [2 eine Ebene, u. 9. w., endlieh [n] den 
n-dimensionalen linearen Rauni, der allén Betrachtnngen zu Grunde gelegt 
wird. Man erhalt dann die sämtliehon Grundbedingungen, welchc eineni 
[p] anferlegbar sind, wenn man sich auf alle möglichc Weise p + i 
Räume [a-o], [«,], [a^], ..., [a^] als gegeben denkt, von denen [a^] in 
[a, I, [aj in [a^], [a^] in [a^], u. s. w., liegt, und wenn man dann ver- 
langt, dass der [p] mit dem [a^] einen Punkt, mit dem [a,] einen Strahl, 
mit dem [a,] eine Ebene, und ftberhaupt mit dem [a t] einen [k] ge- 
meinsam haben soll. Die Bedingnng, welche daduroh dem [p] auferlegt 
ist, bezeichne ich stets mit 

Es bedeutet hiernach z. B. das Grundbedingungs-Symbol: 

(o, 2), dass ein Strjihl einem gegebenon Strahlbnschel angehören soll, 

(o, w), dass ein Strahl durch einen gogebenen Punkt gehen soll, 

(4, 5), dass ein Strahl in einem gegebenen fdnfdimensionalcn linearen 
Raume liegen soll (dass er dabei auch einen in dem [5] liegenden [4] 
schneiden soll, känn bei der Ii bersetzung des Symbols fortgelassen werden, 
weil in einem [5] /eder Strahl mit einem [4 einen Punkt gemein hat), 

{n — 3, n — I, w), dass eine Ebene mit einem [n — ^3] eihen Punkt 
gemeinsam haben soll, 

{a — 2, a — I, fl), dass eine Ebene in einem [a] liegen soll, 

(o, I, 2, 3), dass ein [3] gegei:)en sein soll, 

(o. I, 4, 5, n), dass ein [4] mit einem gegebenen [5] einen [3] ge- 
meinsam haben soll, und dabei durch einen gegebenen, in dem [5] 
liegenden Strahl gehen soll. 

Aus der Definition des Bedingungssymbols («o, a^, a^, ..., ^';,) geht 
hervor, dass a^ < a^ < a^ < a^ < . . . < a^ "^w sein muss. Da a^ nicht 
kleiner als o sein känn, so känn also auch ff^ nicht kleiner als k sein. 

Indem man die j; + i Buchstaben a^, a^, a,^ a^ allon hiernach zu- 

lassigen ganzen Zahlen gleichsetzt, erhJllt man leidit, dass sich einem [p]- 
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im ganzen ^ 0*+ O^^^i = — __ — Grundbediiigungen auferlegen 



lassen, wobei die nullfache Grundbedingung (w — j;, n — j;+ i, ..., n — i, n) 
und die Grundbedingung (o, i, 2, . . . , p)j wclche ausspriclit, dass der 
P gegeben ist, mitgezahlt sind. In den Fuml. Anz. zeigte ich ferner, 
dass ein [])] die Konstanten- Zahl {p -\- i){n — j>) liat, und ^ass die Di- 
mension der Grundbedingufiff (a^, ^j, a^, ..., a^,) gleicli 

{p + ^)f^—lp{p + O — K + ^^ +((, + ... + ((j) 

ist. 

FundamentaJe Änzahlen eines [7^] rnögen nun alle diejenigen Anzahlen 

heissen, welche angeben, wieviel Gebilde [p] irgcnd welche gegebene 

Grundbedingungen erfiUlen, wobei die Diinensionssumnie der gegebcnen 

'Grundbedingungen natörlich gleich der Konstantenzahl {p + i){n — p) 

des [p] sein muss. 

Was den Punkt anbetrifft, so sind Ittr ilin alle fundanientalen Anzahlen 
selbstverständlich gleich i. Algebraisch heisst ja dies nichts anderes, als 
dass, wenn beliebig viele Systeme vonzusanimen n Gleichungen ersten Grades 
zwischen x^, x.2. .r^, ..., j'„ gegeben sind, eine einzige Wertgruppe der 
iTj, oTj, 0^3, . . . , x„ existiert, die alle Gleichungssysteme zugleich befriedigt. 

Was den Stralil anbetrifft, so habe ich fttr ihn die sUmmtlichen fun- 
damentalen Anzahlen in den Fund, Anz. bestinimt. Die Mittel hierzu 
lieferte eine Formel, welche jede aus zwei Grundbedingungen zusainmen- 
gesetzte Bedingung als Sunime von nicht-zusammengesetzten Grundbedin- 
ffun^en ausdrCickte. ^ Hierbei ero-ab sich auch die Anzahl der Strahlen, 
welche in einern [n\ einen gegebenen [a] schneiden, dabei in einem durch 
diesen [a] gehenden [a] liegen, und ausserdem a -f- a — i beliebig ge- 
gebene [n — 2] schneiden. Die Funktion von a und a, welche diese 
Anzahl ausdrCicktc, ^ känn folgcndermaassen geschrieben werden: 

I « + a — I (a — a) 



a 



a 



* Hicr wie iui Folgciideu bezeichuet a das Produkt allcr ganzcn Zahlcu von I bis 

~ h 

a, und hc die KoiubiDationszabl, wclcbc gicich 



ist. 



c \b — c 

* Vergl. Mathcmatiscbc Annalcn, Bd. 26, S. 40. 

' Vergl. Mathematiscbe Aonalen, Bd. 26, S. 46 oben. 
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In der vorliegenden Abhandlung ist nun, als ziemlich allgemeines 
Beispiel för die Bestiinmung der fundamentalcn Anzahlen von linearen 
Räumen höherer Dimension, zunächst fl\r die Ebene und dann auch all* 
gemein ftlr den [p], das Analogon bezw. die Verollgemeinerung der eben 
angegebenen Formel entwickelt. Dem entsprechend zerfäUt diese Abhand- 
lung in drei Abschnitte. 

Im ersfen Abschnitt wird die Formel entwickelt, welche fftr jeden 
[})] die aus einer beliebigen Grundbedingung (a^,, a^ a^j . . . , Gj) und 
der einfachen Grundbedingung (n — p-^i, n-^p-\- i, n — i> + 2, ..., n) 
zusammengesetzte Bedingung als Sumnie von nicht zusammengesetzten 
Grundbedingungen darstellt. * Bei der Ableitung dieser Formel habe ich 
von keinen andern Hilfsmitteln, als von den folgenden beiden allgemeinen 
Sätzen Gebrauch gemacht. Erstens: Wenn ein ^ a] und ein [b] so liegen, 
dass sie einen [cl, aber nicht unendlich viele [c], gemeinsam haben, so 
giebt es immer einen und nur einen [a + b — c], welcher den [a] und den 
\h] zugleich enthält. * Zweitens: Wenn man den beiden Gebilden, welche 
durch zwei einem Gebilde F auferlegte algebraische Bedingungen als ge- 
geben vorausgesetzt werden, cine speciellere Lage zu einander erteilt, so 
wird die Änzalä von Gebilden F, welche diese beiden Bedingungen und 
ausserdem noch irgend welche andere algebraische Bedingungen erföllen, 
erhalten öder unendlich gross. ' 

^ Man erioQcre sich aus mcinem BediDgungskalktil (§§ 2 und 3 meines Kalkuh der 
abzVdenden Geometrie, Leipzg 1879), dass erstens das Produkt mebrerer Bedingungen 
die Bedingung bezelchnet, welche ausspricht, dass jene Bedingungen zugleich erfttllt werden 
sollon, dass zweitens eine einem Gebilde von der Konstantenzahl c auferlegte c-fache Be- 
dingung gleich der Avzahl der Gebilde gesetzt wird, die diese Bedingung erflllleo, und 
dass drittens ein'e lineare Glcichung zwischen c^-faohen Bedingungen, die einem soleheD 
Gebilde auferlegt sind, aussprechcn soll, das% aus ibr eine richtigc Zablengleicbung entstebt, 
wenn man jcde dieser c{-facben Bedingungen mit einer und dersclben (c — c2)-fachcn Bo- 
dingung multipliciert, und fttr die erhaltenen c-facben Bedingungsprodukte die zugebörigcn 
Anzahlen einsetzt. 

* Dieser Satz, der fUr a = l, 6=1, c = das geometrische Axiom giebt, dass 
zwei sich schneidende Strahlen zugleich in einer und derselben Ebene liegen, ist algebraisch 
leicht ersichtlich (Vergl. die Fund, Anz., % 2, III). 

* Dieser Satz ist nichts anderes als eine Form jcnes fruchtbaren, der Algebra ent- 
lehnten Princips, das ich in meinem Kalkiil d. abzähL Geom, (§ 4) Princip der Er- 
haltung der Anzahl genannt babe. Bei den Anwendlingen hier sind die beiden ak gcgeben 
yorausgesetzten Gebilde immer Uneare Bäume. 



\ 
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Im zweiten Abschnitt werde ich, von den kleinsten Werten von a^ 
und a, ausgehend und allrnählich zu den allgemeinen Werten aufsteigend, 
schliesslich finden, dass die Anzahl der Ebencn, wclche die Bedingung 
(a^, a,, a^ erfttllen und ausserdeni jeden von ^o + ^i "t" ^2 — 3 g^gcbenen 
(n — 3)-diinen8ionalen linearen Räumen einpunktig treflFen, durch den fol- 

genden Ausdruck dargestellt wird: 

\ 



«0 



a, a. 



Im dritten Abschnitt wird der Beweis geffihrt, dass auch die all- 
gemeine Formel, welche aus der Gestalt der eben angeföhrten Formel 
und der auf den Strahl bezöglichen analogen Formel för den \p\ ver- 
mutet werden känn, wirklich richtig ist. Das allgemeinste Resultat dieser 
Abhandlung ist also die Bestimmung der Anzahl aller derjenigen [p], 
welche die beliebige Bedingung (öf^, a,, a^j ..., a^,_i, a^ erföUen, und 

mit ^0 + ^1 + ^2 + • • • + ^'7. p{v -\' O beliebig gegebenen [n — p — i j 

je einen Punkt gemeinsam haben. Die Funktion der Zahlen a^, «j, a,, ...,ö^ 
und Pj welche sich för diese Anzahl ergeben wird, lautet: ^ 

1 ^0 + ff, + ^^ + ■ . ♦ + <^/> — \ i'{p +0 • f^' 

— y 



^0 r^i \^t ' ' ' \^p 



wo D das Produkt aller möglichen - p{p -{• i) positiven Diiferenzen je 
zweier der Zahlen a^, a, , a^, . . . , a ist. 



* Den ans a^ = n — p, a^ =■ n ~p,+ l, a, = ;i — V + 2, . . . , a^ = » resnl- 
tiereBden specielUn Fall die8«r Formel sprach ich schoD in ilen MiiteiluDgeD der 
Hamburger Mathematischen Gesellachaft (vom April 1884) aus, obae ab«r cioeo 
Beweis hinzuzufUgen. Isi Doch specieller auch J> = ^ so ergicbt sich ein Resultat, au 
dem auch Herr Franz^Meyer in TttbiDgen (Mathematischo AoDalen, Bd. 21, S. 132) 
nod Herr Stephanos (Thése vom Juli 1884), von invariafitentbeoretischer Seite her, 
gelairgt sind. 
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T. 

Die zusanmiengesetzte Bedingimg {(f^, ci^){n — 2, v) setzt crstens einen 
[aj und in demselbéii eincii [r^^j, zweitcns einen \n — 2J als gegcben 
voraus, und verlangt dann die Strahlen, welcbe, in dem [aj liegend, so- 
wolil den [a^j als auch den [n -, — 2J einpunktig trqffen. Damit nun abcr 
ein Strahl gowohl in dem [aj ganz liege wie auch den [n — 2] schneide, 
muss er den Raum schneiden, der dem [aj und dem \n — 2] gemeinsam 
5st. Dies ist aber, nach Fioid. Anz., § 2, II, ein Raum von der Dimen- 
sion «j + (w -T- 2) — n, d. b. ein \a^ — 2J. Jeder Strahl, der (a^, a,)(n — 2, n) 
crfftllen soU, muss also in dem [aj liegen, und dabei erstens einen in 
dem [a^] gclegenen [a^]. zweitens auch einen gleichfalls in dem [aj ge- 
Icgenen \a^ — 2] schneiden. Im Hinblick auf den zweiten der in der 
Einleitung ausgesprochenen beiden Sätze denken wir uns nun die Lage 
des [a^j und des [«, — 2J derartig specialisiert, dass sie nicht wie bei 
allgemeiner Lage einen [(i^ — 2], sondern einen \a^ — i] gemeinsam haben. 
Dann muss nach dem ersten jener beiden Einleitungssätze ein \a^ — i] 
existieren, der beide, den [a^] und den [a^ — 2] zugleich enthält. Die 
gestellte zusammengesetzte IJedingung känn dahcr jetzt auf zweierlei Weise 
erfCillt werden, erstens von denjenigen Strahlen in Wj], welche einen auf 
dem [a^ — ij licgenden Punkt besifzen, zweitens aber auch von denjenigen 
Strahlen, welche, in dem [a^ — i] liegend, sowohl den [a^] als auch 
den [öj — 2] schneiden. Den [a^ — 2] schneidet aber jeder in \a^ — i] 
liegende Strahl, weil {Fumh Anz., § 2, II) {a^ — 2) + i — {a^ — i) = o 
ist. Wir erhalten also die beiden Bodingungen (^i'^ — i, a^) und (0^, a^ — i). 
Da diese Bedingungen von derselben Dimension sind, wie die zusammen- 
gesetzte Bedingung (a^, (i^){n — 2, w), so ist durch die Lage-Specialisierung 
die Anzahl nicht unendlich. gross geworden, und wir erhalten desshalb 
nach dem zweiten der beiden EinleitungsslUze, dass die Anzahl der die 
Bedingung {a^, ^i)('^ "~ ^j ^0 ^^"^ ^*"^ sonstige algebraische Bedingung 
Z erfQllenden Strahlen gleich der Summe der beiden Anzahlen ist, von 
denen die erste angiebt, wieviel Strahlen (a^ — i, aj und Z erfttllen. 
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dié zweite angiebt, wieviel Strahlen (a^, a^ — i) iind Z erfttllen. In der 
Sprache der Bedingungs-Symbolik lautét diesea Resultat: 

(i) (ry^, a^){n — 2, w) = (a, — i, aj -f (a,, a^ — i). 

Der Gedankcngang, welcher zu dieser Formel ftthrte, ist in zwei Fallen 
zu inodificieren, erstens, wenn a^ = o ist, zweitens, wenn a^ = a^ + i 5st. 
In diesen Fllllen aber erkennt man ohne Weiteres die Richtigkeit der 
Formeln : 

(o, ff,)(n— 2; v) ^- (o, rt, — 1) 

1 

und 

• K^ ^0 + 0(^' — 2, n) = {a^ - i, a^ + 1). 

Daher kaim die Formel (i) als allgemeing(\ltig angesehen werden, wenn 
man die durch ihrc Anwendung etwa auftretenden slnnlosen Bedingungs- 
symhole gleich Null setzt. i)ie Sinnlosigkeit entsteht dabei auf zweierlei 
Weise, erstens dadurch, dass die Anwendung der Formel ( — i, r/J cr- 
geben wQrde, zweitens dadurch, dass {a^, a^) kommen wtirde. 

Auf die soeben ftir den Strahl aufgestellte Formel lasst sich nun 
die entsprechende Formel frir die Ehene, d. h. fttr p =rz 2, zurttckftthron, 
wie folgende L berlegung zeigt. Jéde Ebene, welche die Uedingung 
{a^j rfj, a^) und die eihfache Bedingung (n — 3, n — i, n) zugleich er- 
föllen soll, muss mit dem Raume, der dem [a^\ und dem \n — 3] ge- 
meinsam ist, also mit einem [a.^ — 3], einen Punkt gemeinsam haben. 
Man lege nun diesen [a^ — 3I und den gegebenen [aj derartig zusammen, 
dass sie einen [a^ — 2] gemeinsam haben. Dann muss es nach dem ersten 
der beiden EinleitungssRtze einen \a^ — i] geben, der beide, den j^^ — 3] 
und den [aj, zugleich entliAlt. Demnach wird die gestellte zusammen- 
gesetzte Bedingung jetzt in zwei Fallen erftlUt. Erstens erfnllt sie jede 
Ebene, welche einen Strahl bejsitzt, der, in dem faj liegend, sowohl den 
gegebenen [a^], wie auch den [a^ — 2] schneidet. Diese Strahlbedingung 
känn aber, wie aus Formel (i) hervorgeht, wenn man sich dort unter 
dem fw] den [a,] vorstellt, gleich {a^ — i, aj + (rt^, a^ — i) gesetzt werden. 
Zweitens wird die gestellte Bedingung abör auch von jeder Ebene erfttllt, 
die, in dem [a^ — ij liegend, einen Strahl besitzt, der in dem \a^\ gé- 
legen ist, und dabei den [a^] schneidet, der also (a^, a,) erfttllt. Unnötig 
ist es, hinzuzufogen, dass éine solche Ebene auch den [a^ — 3] einpunktig 
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treffen muss, weil dies, da (a, — 3) + 2 — {a^ — i) = o iat, jede Ebeue 
des \a^ — i] thut. Wir erhalten also: 

(2) («o' ^'p ^aX»* — 3. « — I, n) = (a, — I, a,, ViJ + (a,, a^ — i, f7,) 

Ebenso känn man nun wieder auf diese Formel för die Ebene die 
analoge, auf den dreidimcnsionalen, linearen Raum bezdgliche Formel 
stOtzen, indem man, wenn (a^, a^, a,, a^){n — 4, n — 2, n — i, n) gc- 
geben ist, den [a^] und den [a^ — 4], in dem sich der [a^\ und der [n — 4] 
schneiden, so legt, dass sic einen [(t^ — 3] gemeinsam haben, wodurch 
dann ein [a^ — i] entstohf, der sowohl den [a,] wlc auch den [a^ — 4] 
enth&lt. So erhält man, dass die gestellte Bedingung erstens von jedem [ 3 1 
erfollt wird, der eine Ebene besitzt, welche den Bedingungen (a^,, a^, a,) 
und (a, — 3, a, — i, a^) zugleich genftgt, zweitens aber auch von jedem 
[3] erfftllt wird, der, in dem [a, — i] liegend, eine Ebene besitzt, die 
der Bedingung (a^, a^, a,) genllgt. Also kommt: 

(3) K» ^v «3' ^'3X^ — 4, n — 2, n—\, w) = (<f.^— I, a,, a,, aj* 

Da die Rekursion von p auf p — i unbehindcrt bleibt, so erhillt 
man schliesslich die allgemeine Formel: 

(4) {%y ^17 «2> Ö3- •.-, ö;,X«— J^— ^ n—p+i, n~p + 2, ..., »—I, n) 

= {%—i, öp a,, a,, ..., ö/,)-f (a^, ^i — i, a,, a^, ..., a^) 
+ («^,, rtj. Ä^ — I, flTg, ..., aj) + .,.+{($Q, a^, a^j ..., «^_i, a^ — i). 

Was oben beim Strabl öber Modificationen der Formel (i) gesagt kt^ 
gUt eotsprechend auch för die Ebene, för den [ 3 ] und för den allgeinei- 
nen [j^]. Danach ist die Anwendung der Forn^el (4) ganz unbesehr&ii^f, 
weun man die durch die Anwendung etwa auftretenden siBDlosen Be- 
diBgungssymbole gleich Null setzt. Sinnlos aber wird ein Bedingungs- 
symhol bei der Anwendung der Formel (4) erstens dadurch, dass a^ — i 
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gleich — I wird, weil a^ Null war, zweitens dadurch, dass zwei durch 
ein Komma getrcnnte Zahlen gleich werden, weil vorher a,^i nur um i 
grösser war als a<. • 

Wir fttgen noch zwei Beispiele hinzu, welche einerseits die Anwen- 
dung der entwickelten Formel zeigen sollen, andererseits auch erkennen 
lassen, wié man mittels derselben fundamentale Anzahlen ^estimmen känn. 
Jede Reihe geht bei diesen Beispielen aus der vorhergehenden durch Mul- 
tiplication mit der Bedingung erster Dimension und durch Anwendungen 
unserer Formel hervor. 

Flir n = 4, p = 2, a^ = i, a^ = 2, ^3 = 4 ergiebt sich zuerst: 

(i, 2, 4)(i, 3, 4) = (o, 2, 4) + (i, 2, 3) 
und hieraus nach und nach: 

(i, 2, 4)(i, 3, 4)' = (o, I, 4) + 2.(0, 2, 3), 

\h 2, 4)(i, 3, 4)'= 3-(o, h 3), 
(i, 2, 4)(i, 3, 4)* = 3.(0, I, 2). 

Da (o, I, 2) bedeutet, dass die Ebene eine gegebene Lage haben soU, 
also gleich i zu setzen ist, so heisst diescs Resultat in Worten: In einem 
vierdimensionalen linearen Raume giebt es immer 3 Ebenen, von denen 
jede eine gegebene Ebene in einer geraden Linie schneidet, und ausserdem 
vier gegebene Strahlen je einpunktig triflFt. 

Fur n = 6, jp = 3, % = 2y a^ = 4, a^ = 5, ^3 = 6 ergiebt sich 
zuerst : 

(2, 4, 5, 6)^ = (i, 4, 5, 6) + (2, 3, 5, 6) 

und dann nach und nach: 

(2, 4, 5, 6)' = (o, 4, 5, 6) + 2.(1. 3, 5, 6) + (2, 3, 4, 6), 

(2, 4, 5, 6)' = 3.(0, 3, 5, 6) + 2.(1, 2, 5, 6) + 3.(1, 3, 4, 6) 

+ (2, 3, 4, 5). 
(2, 4, 5, 6)' = 5.(0, 2, 5, 6) + 6.(0, 3, 4, 6) + 5.(1, 2, 4, 6) 

+ 4.(1, 3, 4, 5)y 

Acta mathematiea 8. Imprimé le 1 Mnrs 188G. 1 i 
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(2, 4, 5, 6)" = 5.(0, I, 5, 6) -f 16.(0, 2, 4, 6) + 10.(0, 3, 4, 5) 

+ 5-(i> 2, 3, 6) + 9-(i, 2, 4, 5), 

(2, 4, 5, 6)' = 21 .(o, I, 4, 6) + 21 .(o, 2, 3, 6) + 35.(0, 2, 4, 5) 

+ 14.(1, 2, 3, 5), 

(2, 4, 5, ey =42.(0, I, 3, 6) + 56.(0, I, 4, 5)H- 70.(0, 2, 3, 5) 

+ 14.(1, 2, 3, 4), 

(2, 4, 5, 6)" =42.(0, I, 2, 6) + 168.(0, I, 3, 5) + 84.(0, 2, 3, 4), 

(2, 4, 5, 6)" = 210.(0, 1, 2, 5) + 252.(0, I, 3, 4), 

(2, 4, 5, 6)" = 462.(0, 1, 2, 4), 

(2, 4, 5, 6)" = 462.(0, 1, 2, 3). 

Diesés Resultat ergiebt den 'Satz: In jedein scchsdiinensionalen linearen 
Raunie giebt es 462 dreidiinensionale lineare Räume, von denen jeder 12 
gegebene Ebenen in je einem Punkte trifift. 



II. 

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist die Auffindung der Funktion, 
welche för die Ebene die Anzahl 



K, a,, 0(w — 3» w— 1, m)''«^^«+"^ 



-3 



durch a^j »j, a^ ausdrUckt. Dabei wollen wir von der folgenden Ab- 
körzung Gebrauch inachen. Es bezeichne 

stets die Zahl der Ebenen, welche die Bedingung: 
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erfttllen, wie klein öder wie gross auch die Zahlen a^, a^, a^ sein mogen. 
Dann ist nach der in I cntwickelten Formel: 

wobei jedoch immer die Symbole f{ — i, 6, c), /*(a, a, c) und /"(a, ft, h) 
zu unterdrftcken sind. Bei der Ableitung der gesuchten Funktion werden 
wir beständig von der folgenden, bekannten, auf Kombinationszahlen be- 
zQglichen Formel Gebrauch machen: 

(6) h + {b+ i\ + {b + 2\ + .,. + {h + d), = {h + d+ i\^, — h,^,. 

Wir wenden zuerst die Formel (5) an, iim f[o, i, a^ zu bestimmen. 
Dann erhalten wir: 

(7) f{o, I, a^)=f{o, I, a, — i) = /*(o, I, a^—2) = ,.. = f{o, i, 2)=i. 

Um weit<3rgehend /'(o, 2, a^) zu bestimmen, addieren wir die a^ — 2 
Gleichungen : 

/*(o, 2, a,) = /'(o, I, aj + f{o, 2, a, — i) 

/•(o, 2, n, — i) = f{o, I, a^ — i) + /-(o, 2, «, — 2) 
/•(o, 2, a, — 2) = /"(o, I, a, — 2) + /"(o, 2, fl, — 3) 

/■(o, 2, 3) = /"(o, I, 3) +0. 

Dadurch erhalten wir bei Benutzung von (7): 

f{0, 2, «J = 0,-2, 

woför wir lieber schreiben: 

(8) /-(o, 2, a.,) = (fl., _ i), — (fl, _ 1),. 

Um /"(o, 3, o,) zu bestimmen, addieren wir die «, — 3 Gleichungen: 

/■(o, 3» «,) = /"(o» 2» «,)" + /"(o, 3. o, — O 

/"(o» 3. «j — O = Ao» 2, ö, — i) + f(o, 3, fl, — 2) 

f{o, 3» 4) = /"(o, 2, 4) + o, 
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und erhalten: 

/"(o, 3, ffa) = /"(o, 2, 4) + /-(o, 2, 5) + . . . + /-(o, 2, ^/,), 

woraus sich bei Benutzung von (8) crgiebt: 

f{o, 3, o,) = (3i — 3o) + (4i — 4o) + . • . + (K — Oi — K — Ool» 

wofttr wegen der unter (6) angeffthrten Kombinationszahl-Formel gesetzt 
worden känn: 

(9) /"(o, 3, (f,) = {(f,\ — {(',), — (3. ~ 3,) 

Gcrade so erhalt man mit Benutzung von (9): 

/•(o, 4, «,) ^ (5, - 5,) + (6., _ 6.) + . . . + [(«,), — («,),! 
oder wegen (6): 

(10) f{o, 4, «j -= (", + O3 — K + 0». 

weil Sj — 5j Null ist. 

So fortfahrend, gelangt man zu: 

/■(o, rt,, fl,) = l(2rt, — 3)„,.j— (2rt,-3)„,..3] + |(2rt, — 2)„,._j-(2rt, — 2)„,_3] + ... 

... + |(rt, + rt, - 4)„,_., - («., + rti - 4)„,...,], 

woraus man erhält: 

/•(o, fl, , «.,) = [(fl, + «., - 3)„, .., - (fl. + «2 - 3)„,_.,| - [(2rt, - 3)„^.. , - (2rt, - 3)„,_,]. 

Da dic in der letzten Klämmer stehenden beiden Kombinationszahlcn 
(2a, — 3)a,_i und (2 fl, — 3)a,_2 einander gleich sind, weil 

(«l — O ■+(«,— 2) = 2fl, — 3 

ist, so kommt: 

(ii) /"(o, «,, o,) = (fl, + rt, — 3)„,_, — («., + a, — 3). .. 
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Drtickt man die Koiiiblnationszåhlen durch Fakultäten aus, so erhalt diese 
Formel die Form: 



(12) f{o, ap a,) =-- 



^'i + ^i — 3.«i .^g-K — «,) 



a, a, 



In derselben Weise bestimmen wir nun auch /*(!, a^, a^), indem wir von 
/*(i, 2, a^) ausgehen. Wir erhalten: 

/•(i, 2, a,) = /-(o, 2, 3) + /-(o, 2, 4) + . . . + /(o, 2, a,), 

woraus sich bei Benutzung von (8) ergiebt: 

Al. 2, «,) = (2, — 2j 4- (3, — 3j + . . . + [(a, — i)j — (o, — i)J, 

also : 

(13) /■(', 2, rtj = (<?,), — («,), + I. 

Bei (ler Bestiminung von /"(i, 3, öj) sind die folgendcn «, — 3 Glei- 
cliungcn zu addieren: 

f{h 3. «,) =/"(o, 3. ",) + A(i, 2, «,) +/■(!, 3. «j— ») 

/■('» 3» «a — ') ^ /"(o. 3. «,— ») + /"(i' 2, a^ — i) + /-(i, 3, «^ — 2) 



f{h 3. 4) = f{o, 3. 4) +/"(!> 2, 4) +0, 

sodass man erhält: 

f{h 3. «J = /(o, 3. 4) + f{o, 3, 5) + • • • + f{o, h o,) 

+ f{h 2, 4) + f{i, 2, 5) + • • • + f{h 2, a,). 
Hieraus ergiebt sich dann bei Benutzung von (9) und (13): 

Al» 3, «») = 2((«, + !),—(«, + i),l + (rt, + i),, 
woför wir lieber schreiben: 
(14) /-(I, 3, «,) = [3, — 3,)[(ff., + I), —(o, + i)J + I., (a, -f- '),• 
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Bei f{\, 4, <7,) erhalten wir zunftchst: 

/•(i, 4, o,) = /"(o, 4, 5) + /"(o, 4, 6) + . . . + f{o, 4, «,) 

+ /"(I, 3, 5) + /•(!, 3, 6) + . . . + /-(I, 3, a,), 
und hicraus vermittelst (10) und (14): 

/•(i, 4, a,) = [4, — 4j[(a, + 2), — (ff, + 2),] + 2,. (a, + 2),, 
also schliesslich: 

(15) /"(i. «o a») = [(«i)i — («i)o][(«i + Oi — 2),, — (öl + a, — 2),,_,j 

+ («i — 2)0 (a, + fl, — 2)„,_j. 
Auf demselben Wege gelangt man zu: 

(16) f{2, a,, a,) = \{a,+ i), — {a,+ i\\\{a, + a,— i)„^^{—{ai + a^—i)„^] 

+ l(«l — Ol — («1 — Oo]|(«l + «2 — Oa.-l]- 

Entwickelt man nun auch noch die Formel för /"(s, a^, a,), so er- 
kennt man, dass sich dieselbe von der fttr /'(2, a,, a^) nur dadurch unter- 
scheidet, dass sowohl die Basen wle die Indices der Kombinationszahlen 
um I gewachsen sind, und man sieht auch leicht aus dem Bildungs- 
gesetze jener Funktionen, dass diese Eigenschaft erhalten bleibt. Daher ist: 

f{a,, a,, a,) = [{a, + »^ — i)„^ — {a^ + a,— i),^_,] 

X [K + «i + «3 — 3)«o+a.-i — K + «i.+ «2 — 3)a.+.,-»] 

+ [(ÖO + «l — 3)a.- 1 — K + ^1 — 3)^,-2] [K + ^1 +«2 — 3)a.+a,-8]. 

Ftlhrt man nun noch statt der Kombinationszahlen Fakultäten ein, so 
gelangt man nach einigér Umformung zu dem Resultate: 

(17) A^o» ^P O = 



«0 



a, a, 



D/e5 i5< cd so in einem [n] die ZaJil der Ebenerij wélche in einem [a^] 
liegen, einen in dem [a^] gelegenen [aj in einer ger oden Linie schneiden^ 
dahei mit einem in dem [aj gelegenen [a^] einen Punkt gemeinsam hahen 
und endlich ö^ + öj + «, — 3 gegébene [n — 3] in je. einetn Punkte treffen. 
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III. 

Entsprechend der schon in II enngeföhrten Bezeichming f{%i ö^, «,) 
bezeichne allgemein fttr einen [p] * 

stets die Anzahl derjenigen [jp], welche die Bedingung (öo, «!, a^^ ..., a^_i, a^) 
erfftllen, und welche ausserdem a^^ + «i + ^^ + . . . + ^^ p{p + i) 

gegebene [n — p — i] einpunktig zu treflfen verinögen, d. h. die Anzahl, 
welche in unserer Symbolik durch die [{p -{- i)(n — p)]-fache zusammen- 
gesetzte Bedingiing 

(tfo, «i, «2, . . . , o.p)\^—p— I, n—p + I, . . . , w) 

ausgedrttckt wird. Wegen der in I bewiesenen Formel (4) känn man 
dann setzen: 

(18) f{a^, Uij a.^, . . . , öp) 

= f{^o — ij ^'n «2j • • • > «/,) + f{^oj «i — ^ ö^2> • • . > «p) 

Es handelt sich nun darum, die Zahl f{aQj a^ a^, ..., a^) wir.klich 
als Funktion der Zahlen a^j a^, a^y ..., a^ darzustellen. Man känn sich 
dies, wie auch das zweite Beispiel am Schluss von I zeigt, dadurch be- 
werkstelligt denken, dass man auf jeden Addenden der rechten Seite von 
(18) wiederum die Formel (18) anwendet, und so fortfahrt, bis schliesslich 
alle Addenden gleich /"(o, i, 2, 3, . . . , i?) geworden sind, d. h. bis 

man zu 

^•/"(o, I, 2, 3, . .., i?) 

gekoinmen ist. Dann muss x die gesuchte Funktion sein, da /"(ö, i, 2, 3, ..., jp) 
bedeutet, dass der [p] eine gegebene Lage haben soll, d. h. gleich i zu 
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setzen ist. .Die wirkliche Anwendung der cben erwalinten Reduktlons- 
methode bictet aber, so länge a^^ a^ a^y ..., a^ allgemein bleiben, dess- 
wegen bedeutende Schwierigkeiten, weil man, wie in I ausföhrlich be- 
merkt ist, bei der Anwendung der Formel (i8) darauf achten muss, dass 
man Symbole, in dencn a^ gleich — i geworden ist, öder in denen zwei 
aufeinander folgende Zahlen, wie «< und a^^j, gleich geworden sind, voll- 
ständig zu unterdrQcken hat, und an derartigen Symbolen also nicht von 
neuem die Reduktion anwenden darf. Da man aber, wenn ins^u nur alle 
diese Bedingungen genau beachtet, auf dem besprochenen Wege zu der 
gesuchten Funktion gelangen mttsste, so konnte der Verfasser schliesseUi 
dass eine Funktion wirklich die Anzahl fia^j a^j . . . , /a^J darsteilen mu88, 
wenn sie nur die folgenden vier Bedingungen erfftllt: 
I. Sie muss der Formel (i8) gehorchen; 

Sie muss fttr a^^^o^ «i=i> ^2=2, ..., a^ = p gleich i werdcn; 

Sie muss fQr a^ = — i NuU werden; 

Sie muss auch NuU werden, wenn zwei aufeinander folgende 
Zahlen gleich sind, also fttr a^ = a^ ferner fttr a^ = a^, u. s. w. bis 
för a^_i = a^. 

Nun koonte a>>er der Verfasser aus der Gesteit der in der Einleitung 
erwahnten Formel fftr den Strahl, aus der Gestalt der Formel (17) för 
die Ebene, und aus der Gestalt der auch noch von ihm, analog wie fftr 
die Ebene in II, entwickelten Formel fttr /"(a^, «,, a^, nfg), mit Recht 
vermuten, dass die gesuchte allgemeine Funktion folgendermaassen aus- 
sehen muss: 



2. 

4. 



(19) 



fl^o + öt| + *i + •• • + ^p-^hv(P + ^)'D 



a^ I a, I a, , . . I «^ 



wo D das Produkt aller mögUchen -p{p -h i) positiven Differenzen der 
Zahlen a^, äi, «2, . . . , «„, öder, was dasselbe isf, die Determinaiite 



ar, a, a 



(20) 



a 



a\ a 



2 
2 



a 



• • • 



a 



p 
1 



< «f a\ 



a\ 
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bedeutet. Man erkénnt sofort, dass die Funktion (19) in dér That den 
drei letzteh der vier oben genannten Bedingungen genQgt. Es handelt 
sich also nur noch daruin, zu beweisen, dass die Funktion auch der in 
(18) aufgestellten Funktionalgleichuiig genligt. Urn dieses zu beweisen, 
betrachten wir den Ausdruck: 

\ "•«— a,/\ «, — "i/X «s — «./ \ «/• — ",/ 

(21) -\-'aJi +—!—)(, + —^(i + — !— ) ... (i + — ^— ) 



+ 



pieser Ausdruck ist eine Suinme .von p + i Addenden, und jeder Ad*- 
dend ist ein Produkt von «, mit einem Produkte von p Sunimen, deren 
erster Addend immer i, und deren zweiter Addend ein Bruch ist. Denkt 
inan sich nun die angedeuteten Multiplieationen sUmtlich ausgeftthrt, so 
erhlUt man, da jeder der p + i Addenden 2^* Addenden liefert, eine 
Summe von im gaiizeh 2^(^p + 1) Addenden. In dieser Summe derikén 
wir uns dann alle diejenigen Addenden zusammengefasst, welche gar keinen 
Bruch enthalten, dann auch alle diejenigen, welche einen Bruch enthalten, 
dann alle die, welche zwei BrQche als Faktoren enthalten, u. s. w. bis 
zu denjenigen Addenden, welche p Bftiche als Faktoren enthalten. Indem 
wir dann die Suinme aller soldier Addenden, die A: Brttche enthalten, mit 
y^ bozeichnen, erhulton wir, dass der Ausdruck in (21) gleirh 

.Vrt + }/i + ?/.2 + . . . + y.-i + !/p 



ist, wo jedes y^ eine Summe von Pi..{p + i) ^ - /' -r Addenden um« 



fasst. Man erkennt dunn unmittelbar, dass 



k p — Ä* 



(22) , Po = ^0 + ^1 + ^i + ^ . . + (^i 



Aeta mathematifa, 8. Imprimé le 6 Arril 1886. 15 



114 



tt. Schubert. 



igt Von den p{p + i) Addenden, nus denen sich y^ zusammensetrt, 
fassen wir iinmer je zwei, -welche diesel ben beiden Indicés enthalten, zu- 
sammen, so dass wir erhalten: 

.Vi ^^ ^n\ I ^02 I ^03 I • • • I ^Op 
I ^12 4" ^13 I • • • 4" ^\p 
+ - 

wo Zfi gleich 1 — , d. h. aber gleich — i ist. Es ergiebt 

sich also för y, eine Summe von -p{p + i) Addenden, deren jeder gleich 
— I ist. Daher^ist: 

(23) ?/i = —Ip{p+ O- 

Um y^ zu bestimmen, fassen wir von den -{p+ ^)p{p — O Adden- 

den, aus denen sich y^ zusammensetzt, imrner je drei, welche dieselben 
drei Indices enthalten, zusammen, so dass 

wird, wo das Summenzeichen 2:{p + '^)p{p -^ O Addenden umfasst, und 



^ai — 



ai 



+ 



Ok 



+ 



oi 



» ■ 



.(ax- — ai)(ai -7 «<) {a i — Qi)[(\i — a^) {(h — o,)(ak — o/) • 



gesetzt ist. Addiert man die drei BrQché, aus denen sich Znf zusammen- 
setzt, so erhält man: 



^iU — 



ai{ai — fl/) — at((ti — aj) + aijaj — at) 
(flj — fli)(fli.— fl/)(a/ — fl/) 



Zähler und Nenner dieses Bruches lassen sich leicht in Determinantenform 
schreibeh und ergeben: 



^ikl 



o« 


ff, 


«/ 


1 


I 


I 


I 


Oi 


«* 


fl; 


• 
• 


«/ 


a. 


O/ 


I 


I 


I 




«? 


«: 


fl? 



ADzahl-BcstimmuogcD f\ir lioearc Räumc bclicbiger Dimension. 



115 



woraus hervorgeht, dass i?,^, gleich NuU ist, weil in der den Dividendus 
bildenden Determinante zwei Horizontalreiben gleich sind. Demnach ist 

y, als eine Suinrnc von gip + ^)p{p — O Addenden, deren jeder gleich 

NuU ist, sdbst gleich Null. ' Gerade so lasst sich erkennen, dass 

r 

ist, wo das Summenzeichen — {^p + i)/>0> — i)(/) — 2) Addenden umfasst, 

24 

und 



^iUm — 



a, 



+ 



f^k 



\Pk — (ii)(ai — ci,){n,„ — Oi) (at — at){ni — - at){a,^ — at) 



+ 



ill 



+ 



a 



m 



(cii — ai)(a.jt — a,)(ti,„ — ai) (a,- — a„,){at — a,^)(ai — a^) 



ist. Hieraus ergiebt sich aber: 



^Ulm — 



(Ii (It ih (I 



(t: 



a. 



•i 



(Il (i\ 



(h 



a^ 



m 



a 



*t 



m 



a 



m 



iii a, 



2 9 

«i (^k 



a. 



al 



(9^ dl (l\ 



(I 
il 
(t 



IH 
•i 

m 

3 

m 



; 9 



also ein Quotient, der gleich Null ist, weil sein Dividendus eine Deter- 
minante mit zwei gleichen Horizontalreiben ist. Daraus folgt, dass auch 
y, = o ist. 

So erkennt man auch allgemein, dass y^, wenn nur q> i ist, gleich 
Null ist, weil y^ als Summe von {p + iX+i Addenden aufgefasst werden 
känn, deren jeder ein verschwindender Dcterminantenquotient ist. Wir 
erhalten daher mit Benutzung von (22) und (23), dass der Ausdruck in 
(21) mit 



(24) 



«0 + «l + «J + • • • + "p —2piP+ O 
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ideiitisch ht. Wenn wir dalicr (24) uiicl (21) mit dem oben bei (19) D 
genaiinten Produktc multiplizieren, so erhalteii wir dic Identität: 

(25) p„ + a^ + (?,+ ... + (tj, — I p{p + o]- ^ 

= «o(^'l — ^'0 + 0(^^2 — «o .+ 0(^'a — ^'0 + O • • • K — ^^0 + O-^^o 

+ <f^(«, — «o — l)(«, — «, + l)(f?a — a i + i) . . . K. — rt, + i)./>, 

+ (i.i{a. — ^0 — 0(^'2 — (^ — i.)0':i — ^'2 + O • • • K — ^'2 + 0-^^2 

+ . . r 

+ a^{(rj. — (fo— ^){(fj. — (fi— i)K' — ^'2— 0---K — ^V-i— O-A" 

wo jedes D^ das Produkt allur möglicheii -{p — i)p positiveii Differciizen 

jc zweicr der Zablen Oq, a^, a^, . . • , (^-i^ ^'xfi> ^'x+ji • • — ^*y. i^t. Multi- 
plizieren wir clic Identität (25) imn iiocli mit 

^0 4- <i, 4- «^ + . . . + (ip — 5^(y> 4- O — ' 



"o 



^'1 



cr^ . . . 



''/» 



so erhalteii wir links die Funktion (19) und rechts eine Summe von 
j) + 1 Addenden, von denen der erste aus (19) hervorgeht, wenn man 
in (19) ttbcrall r/^ durch a^^ — i ersctzt, und von dencn Ciberhaupt der 
{k -\- i)^® aus (19) hervorgeht, wenn man dort ttberall a^ dureh a^ — i 
ersetzt. Damit ist bewiesen, dass die in (19) aufgestellte Funktion in 
der That die in (18) angegebene Funktionalgleiehung erfullt, und also 
die gesuehte Anzahl /"(^o? ^^u ^2? -j ^p) darstellt. Wir können daher 
den Satz aussprechem 

Es sei gegeben in einem [n] ein [«^], in ihm lieyend ein [a^^i], in 
diesem liegend ein [ap_o] u. s. iv. bis zu einem [a q], ^^der in einem [aj 

liegt; ferner seien gegeben a^ + a, + ^^^ + • • • — ~p{p -{" O Hf^^f^y^ Räume, 

sämtlich von der Dimension n — p — i . Bann giebt es eine endliche An- 
zahl von p-dimensiondlen linearen Räumeny von denen jeder mit dem [a^] 
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ehien Punkt, mit dem [aj einen Strahl, ilberhaupt mit dem [a„] einen [k] 
gemeinsam hat, und ausserdem jeden der geyebencn [n — p — i ] einpunktig 
trifft, Diese endliclie Anzalil ist gleich 



(26) 



"o + "i + ''., + ... + <fp — I i>{v + O • ^ 



a. 



a 



a. 



fl 



wo D d(is Produkt cdler möglichen positiven Bifferenzcn je zweier der Zahlcn 
«o> ^i; ^hy •••; % hedeutet. [Jede eckige Klämmer bedeufet einen Unearen 
Rdumy dessen Dimension gleich der in der eckigen Klämmer befindlichen 
Zahl ist) • 

Von (liesem all<j[eineineii Kesultatc aus känn man zu der von niir 
in den Mitteilungcn der Hamburger Matlieniatischen Gescll- 
schaft voni Jalire 1884 mitgeteilten Anzahl durcli Specialisierung auf 
zwei Wegen gelangen, crstens, indeni nian 



% =- n 



a^ = /i — ^; -|- I, a.^ =z n — p + 2, . . . , a ^ n 



setzt, zweitcns aucli, indeni man 



^0 = '^ — p — I 



(U 



n—p+\, a., = n—p -{- 2, . , ., a--^ n 



setzt. In beideti Fallen ergiebt sich iibereinstimmend: 



(p + 


iXh 




111 


2 


3. 


• t 


n n ' 


— I 


n 


— 2 . 


• • 


n 


P 



(27) 



Setzt man hier p =^ i, so erhalt man die Anzahl, zu der auch die Herren 
Fkanz Meyek und Steimianos (vgl. die Anmerkung am Schluss der Ein- 
leitung) gelangt sind. Setzt man ferner in (26): 



a^ = o, 
so erbillt man: 



(fl = n—p + 1, 



a., 



n — p+ 2, . . ., a^ --- n, ' 



^'0 + (h + <f'i + ••*• + (fp = ffp + 2^ — 21^ 



•i 



und 



]) = [(/i — 2^ + I )(^^ — i> + 2) ...//]. jj — 1 p — 2 ... I , 
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also 

(28) 



n — I 



u — 2 . . . 



n — p 



för die Anzahl aller derjenigen p-dimensionalen linearen Räume, wclche 
durch einen gegcbenen Punkt gehen und p{n — p) gegcbene (n — p — i)- 
dimensionale lineare Käume einpunktig trefifen. Fftr p = i wird diesc 
Anzahl stets gleich i, wie gross auch n sein mag, was auch unmittelbar 
erkejint werden känn. 

Setzt man endlich voraus, dass p = w — i ist, so ergiebt sich aus (26) 
stets die Zahl i, welche zulässigen Wcrte man auch fQr a©, «!, a,, ..., a^_i 
setzen mag. Auch dicses Resultat kaiin man voraussehen, wenn man 
beachtet, dass im [n] ein [n — i] einein Punkte dual entspricht, und 
dass alle fundamentale Anzahlen des Punktes i sein mUssen. 

Plamburg, im August 1885. 
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EINIGE EIGENSCHAFTEN 



DER 



LINEAREN UND HOMOGENEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

> I 

VON 

E. A. STENBERG 

in HELSINGFORS. 

■ . i 

Der Zweck der vorliegenden Untersuchung ist einen Satz von La- 
GRANGE zu verallgemeinern. 

Dieser Satz sagt erst-ens, dass jeder integrirende Factor der Unken 
Seite einer linearen und - homogenen Differentialgleichung ein particuläres 
Integral einer anderen linearen und homogenen Differentialgleichung von 
derselben Ordnung ist, deren Coefficienten rationale algebraische Func- 
tionen von denen der ersteren und ihren Abgeleiteten sind, und zweitens, 
dass jeder integrirende Factor der linken Seite diéser neuen Differential- 
gleichung ein particuläres Integral der ursprtlnglichen ist. Eine voll- 
ständige Entwickelung diescs Satzes befindet sich in einer Abhandlung 
von Floquet: Sur la théorie des équations différerUielles linécnres. Annales 
Rcient. de Técole normale supérieure, Ser. 2, Torne 8, i87i9; Supph 

Es scheint mir dass eine Verallgemeinerung des betreffenden Satzes 
kaum möglich ist, solange der oben angeftlhrte Wortlaut dessélben bei- 
behalten wird, weshalb ich ira Folgenden von einem anderen Standpunkte 
ausgegangen bin, und zwar von demselben, den ich in einem frtlheren 
Aufsatze (En egenskap hos Hneära och homogena differentialeqvationér, öfver- 
sigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens förhandl. 1884, n:o 5) ein- 
genom men habe. 

4eto mathematiea. 8. Imprimé le 6 Avril 1880. 



I. 
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T. 



I. Es sei 



A -= ?r + ^P..^y'-'' + ..-. + /'.v//, <-/''/«+' -) 



eine Reihe von linenren und liompgenen DlflfercntialausdrQcken, welche 
so beschaflfen sind, dass es möglich ist ein System von Grössen 

zu finden, welche 

(i) z,L, = -j^{zJj,_.,) 

machen; dann giebt es immer; wie auch v unter den ganzen Zahlen, die 
> // sind, gewahlt sei, ein System von v» — fx Grössen 

IT V r 

welche von y unabhangig sind und der Bedingung genögen, dass in Bezug 
anf y die Identitat 

* ■ ' * * * 

stattfindet. Hierbei wird z^ ein particuL^res Integral, der zu der Gleichung 

adjungirten Differentialgleichung. 

Wenn ;; — /i + i ist, gilt dieser Satz; ich braucho nur 

• • • - 

zu setzén. v 

Es sei nun aiigénommen, dass diö GtUtigkeit dés Satzes fur p = w — i 
festgestellt, d. h. dass 
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ist. Dann ergiebt sich aus der Bedingung 



/ 

z, 



dass auch 
ist, wenn 

TT Zr -i- ^" 



(4) 



/ 
Z, 



^n-ti,p U^_.i_„^p + ^n-\-!i,p-\ + ^ Un^\-ti,p-\ 



(;> = 2, 3, .... w— /i-I) 
n 



/ 
Z, 



jr = r/' 4- f^ rr 

^ n—fi^n—iK *^M— 1— /i, n— I— /t T" ^n— 1— /t, h— 1— /a 



gesetzt werden. Dieses System (4) sagt mir^ aber, dass z^. der Gleichung 

genögt, d. h. dass z^ ein Integral der zu (3) adjungirten DifFereiitial- 
gleichung ist. Da nun der Satz fQr p == /£ + i gil^ so hat er auch im 
Allgemeinen Gtiltigkeit. 

Aus der ersten Gleichung des Systerns (4) finde ich, wenn ich sie 
als Recursionsforrael ansehe, folgende Eigenschaft 

(4a) C^,_,., = 'j + J--' + . . . + j^ = ilog(^„„.,.,, . . . ^._,0, 



da ja 



7/ _ Vm 



ist 

2. Die Identitet (2) giebt mir zur Bestimmung der Grössen ?7^_a,i, ..., 
Z7„_^,„_;4 das System von v — fi Gleichungen: 



;i=p-i 
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wo 



a 



n-^ 1 



<T=0 



woiin P <li ist, lind 



-.^1 I,, 



c V I- 7X^> 



wenn p> fi ist, gesetzt. wird. 

Hieraus crgeben sich die Grössen r7^_,,,i, U^-^^^, . . . , U^ft^^^n als 
lineare algobraische Functionen der Coefficionten I\yj P^, ..., P^^^-n und 



zwar auf folgende Wcise 



(6) ?'. .„, = /',, + N^.rP,„ ., + Jv,,,/'..,-, + . . . + N^,, ,Pv,, + a;., 

v • 

wo die Coefficienten N^^^ ganze algebraische Functionen von P,,,, P^,^, ..., P^,, 
und ihren Abgeleiteten sind und sich nach der Recursionsformel 

N = — Un s ^ — s ^ (rT-1,2,8 p) 

berechnen lassen. Aus dem System (5) finde ich, dass 

^p + ^,a == ^p,c 

und im Allgemeinen 

N — JV 



ist, wenn (T<p ist, und ;f einc positive ganze Zahl bedeutet. 

Ausser dem System (5) giebt mir die Identitat (2) noch /i Glei- 
chungen, welche gewisse Relationen enthalten, die zwischen den Coef- 
ficienten der Dlflferentialgleichungen L„ = o und X^ = o bestehen. 



Diese Bedingungsgleich ungen sind: 



X — v- n 



(7) p ^T A-^T , ,V , (/>=v-/£+i,v-/.+2....,v) 
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WO 



T = > - P") 

/y=0 - 



wenn ^ <^ii ist, und 






o =>?-',!. 



wenn fi> ii ist, gesetzt wird. 

Wenn ich in die Gleichungen (7) die in (6) gegebenen Ausdrttcke 
einföhre, finde ich die /i lefzten Coefficienten der Differentialgleichnng 
X^ = o als lineare, algebraische Functionen von den ersten Coefficienten 
V V P • 



/ = i/-/t j, 



(^) I\v.ii + p — Ap,0 + ^^ ^/>,A^v, 



(/y=l,?, ...,/t) 



WO die Ap ^^ ganze algebraische Functionen^ von den Coefficienten der Diflfe- 
rentialgleichung Z^ = o und ihren Abgeleiteten und nach der Formel 



r=w /t y 



j T 4- yi N T 

-^/j, A -^y-;i- A, v /t+p-A 1^ ^J^i- j-*-' r, r-A -* v -/t-r, v -/t f /> -r 

gebildet sind. 

Diese Formel sagt mir, dass 

(9) -^/',A4x = ^/>,A 

ist, wenn x eine positive ganze Zahl bedeutet. 

3. Wenn zwci lineare und homogene DifferentialausdrOcke Z,^ von 
der Ordnung /t und L^ von der Ordnung n so beschaffen sind, dass es 
n — /i von y unabhängige Grössen 

giebt, welche ftlr jeden Werth von y 

■ 
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maclien/ so ist jedcs System 



^ji-rX ' ^/t + 2> • • • ? ^n 



welches den Gleichiingen 



(lO) 



Z 



^n-l 



TT — JT 4-1^ TT — TT 4- -^L=J TT — -^ 



^«4-l 



«w-l 



«/»-!- 1 



6: 






= TT -U //' 4- A/ *'"" 

rt— /t-*T,/f. ^' «-ft— «T--l,/j "T ^w— /t— ff-1,;»^ — I I ^n'',n—ir-1,p—\ 

(<T--0, 1,3, ...,M--/t-3) (/)^=5, 3, ...,n~;i-«r— 1) 



H—a 
a 



^■'H—fi—ff,H-/i—ff *- «- /i— <7— 1, n— /i— <r— 1 "t" '" »— /i— <r— 1, n— /«— <r— 1 



Zn — a 



(«T=0, 1,2, ...,ii-/t-2) 



geniigt, von der Bcschaffenheit, dass, wenn eine Reihe von Diflferential 
ausdrucken 

nach dem Gesetze 

^/i + 1 V f J ^^ \ij. \^f- y i ^^/*) 



(2 



Ä^yX-y ^7^\ i'^;' — 1/ 



dx 



(j»»/4+2,/t+8, ..., w) 



gebildet wird, wobei die zur Anwendung kommendeii 



-^/tH ) '2'/tf2? • • • > ^» 



zu demselbcn Systen» gchören, 



2«-i>. 



ist. 



Denn nach dem § i ist 



und hier ist das rechte Glied der Annahme nach = L 



* Odcr mit andcrcn Wortcn: wenn die Bedingungcn (7) öder (8) erfUUt sind. 
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Sämmtliche Grössen z^i ^yenn t\berhaupt solche existiren, welche den 

Gleichungcii (lo) gent^gen, integrii*en sowohl (lie Adjungirtc der Differeur 

tialgleichiing 

L„ - o 

wie auch die Adjungirtc der Gleichung 



(i i) y»*-''^) + 2: u,,_,,^^r-'-'' = o, 



p--.n-/i 



aber andererseits muss auch jedes Integral der letzteren Adjungirten unter 
denjenigen Grössen ^„ vorkonnnen, welche den Gleichungen (10) genttgen, 
da ja die Veränderliche z^ nur in der Gruppe des Systems (10) eingeht, 
in der a = o ist, und diese Gruppe durch die genannte Adjungirtc der 
Gleichung (11) vollstilndig ersetzt wird. 

4. Hierdurch erhalte ich das Theorcm: 

Wenn zwei Uneare und liomogene Differentialausdriicke 

imd 

$0 von einander abMngen^ dass man mittelst einem System von Grössen 

durch eine Reike van Bifferentialausdrucken 
welche nach dem Gesetze 

gehxldet sind, zu der Gleichung 

^n^n = ^ \^'» Al- 1) 

kommen känn, und wenn die/enige Differentialgleichunff 
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deren linke Seite auf folgende Weise mit UUlfe der nach der Formel (6) 
gehildeten Grössen !/«_,,,,, f/^..,,,,, ..., f/^-;..»-/.: 

aufgestellt ist, ein Fundamentalsystem von n — jul Integralen hesitzt, so giebt 
es ein System von fi Grösseti 

V V V 

welche in Bezug auf y 

machen. 

Wende ich hier die erste Gleichung 

(5.) P„x = P,,x+lK-,,x 

des Systems (5) an, indem ich statt P^ 1 und P^ ^ die entsprcchenden 
Coefficienten der Ausdrttcke M^ und itf;_,, und statt f/v-^^, 1, F,, , einfohre, 
erhalte ich, da M^ der zu L^ adjungirte Ausdruck ist, die Gleichung 

(12) —I\, =-. — U^_,,+ F,.,. 

5. Bishcr habe ich den DiflFerentialausdrncken 7^,^, L^^j^^y ..., L^ 
keine Bedingung hinsichtlich ihres Verschwindens gestelit; diese allgemeinc 
AufFassung der Frage werde ich jetzt cinigennaassen einschränken, indem 
ich den DifFerentialausdruck />„ als die linke Seite einer linearen und 
homogenen DifFerentialgleichung von der Ordnung n 

i„ = o 

betrachte, welche ein Fundamentalsystem von Integralen 

yi > y-ij y^y • • • > Vn 

besitzt. 

Diese Voraussetzung genögt, um auch bei jeder der Gleichungen 

L^ = o, iy,,+i = 0, . . . , X„_i = O und ifcf „ = o 
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dic Existcnz eines Fundamentalsystems von Integralen festzustellen, wie 
ans meinem in der Einleitung genannten Aufsatze ersichtlich ist. 

Ausserdem sagt inir diese Voraussetzung, dass auch M^^,^ = o ein 
Fundamentalsystem von Integralen hat. Denn ist das System 



Viy Vi 



? • • • 1 Un 



y. 



so gewahlt, dass 



.Vm ?/2> • • • > V; 



ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleiohung 

bilden, so känn jede lineare nnd homogene Differentialgleichung, welche 
eines der n — /i Systeme 

als Fundamentalsystem von Integralen hat, die Gleichung 

reprfisentiren, wodurch nach der ersten Gleichung (5a) des Systems (5) 
die Grösse J7„_,,.j„i die n — /i Werthe 



d , 

dx '^ 



\y^y^t■ ■ -y/i 



yiy-i • • • Vityiiw • ■ • yp-iy^^i 



y< 



(p-/'+i./«+j «) 



annehmen känn, wo ich der Körze wegen mit 



die Functionaldeterminnnte 



2/1»/» ••y. 



2/1 

y\ 



y-i 
y'. 



?/r" .yr" 



y, 
yl 



y'r'' 



bezeichnet habe; folglich wird nach der ersten Gleichung des Systems (4) 



die Diffefentialcrleichunt]^ 



■M..,. = o 
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von den n — /i Functioneii 






integrirt, welche von einander linear unabhängig sind. 

Jede lineare und homogene Differentialgleichung, welche ein Funda- 
mentalsystein von Integralen besitzt und die in einem nach dera obigen 
Gesetze gebildeten System von Gleichungcn 

vorkommt, werdö ich eine ^Reducirte derjenigen DifferentialgleichungD 
nennen, welche in dem betrefienden System als die letzte auftritt, d. h. 
von der höchsten Ordnung ist, und zwar werde ich der Gleichung 

A = o? fi<v<n 

die Benennung: eine »(w — u):reducirte der linearen und homogenen DiflPe- 

rentialgleichung 

L„ = o» 
beilegen* 

6. Nach den Auseinandersetzungen des § 5 kanh ich, wenn L^ = o 
eine lineare und homogene Differentialgleichung von der Ordnung n ist, 
welche ein Fundamentalsystem von Integralen hat, den im § 4 angeföhrten 
Satz folgendermaassen aussprechen: 

Wenn L^, = o eine (n — /a) : reducirte der Differentialgleichung L^ = o 
ist, so ist diejenige Differential gleichung 

d^ren linke Seite auf folgende Weise mit EUlfe der nach der Formel (6) 
gebildeten Grössen 

^M— /t, 1> ^n—fi,2f • • • > ^^n—n,n—fi 

aufgestellt ist, eine /xtreducirte der za L^ = o adjungirten Differentialgleichung 

M^ = o. 
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Nach der Gleichung (5*) 
gebenen Bezeichnungen 



ist unter Beibehaltung der iin § 5 ge- 



d 



^^'-^-rJ^^s 



y\y'2' . 'V.u 



y\y2 • -yn 



t; , = #- log M>;./^^i^^./^^^--Y -J. _ A. log 

ax ^ Zn yZn 9 . . .2» .. ax ° 



^«, 1^«, 2 • • • ^«, »I 



'^w./t+l^«,.'t + 2 • • • '^n, M 



y^Vi • • . .»/. I] 



wodurch die Gleichung 

(12).- 

in die folgende ttbergeht: 



p — TT Y 



(12.) 



d. h. 



(i 2b) 



d 



dx 



:log 



yoji 



d 



• • • V« "1 I 



2|i,/t + l^n,/t+2 • • • *H, « 



dit; 



|yiy2...y/.: ^ ^, 

^w,/t+l^n,/t4-2 • • • ^«, M I 



.V1//2 . ••?/« 



wo c eine gewissc Constante, und 






ist. 



7. Dem letzten Satze zufolgc sind die irn § 5 angeftlhrten Grössen 



V V V 



welche der Bedingung 



/>-/i 



3f„H:Jlf.%-|-rF,..,3/<ii7' 



.-J»! 



Genftge leisten, so beschaffen, dass die Gleichung 






eine (n — /i):reducirte der Dififerentialgleichung 



i, = o 



ist. 



.Kela Maltid Hill t ir a. 8. laiprlnié le 29 Avril 1H86. 
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Der zweite Coefficient der Gleichurig C,, = o ist die Grösse 

- v,,, 

und folglicb, nach den Formeln (12) und (5a) gleich dem zweiten Coeffi- 
cienten 

der Gleichung L., = o. 

Nehme ich jetzt an dass die Differcntialgleichung L„ = o so gewahlt 
ist, dass sllmmtliche Functionaldeterminanten 

//ii/2 • • • !/,'i j ?/i.'/*i • • • ?/.'*- i//,'t+i |> • • • > //i«-/t+iyn--u+2 • • • y» 

welchc von /x Elementen eines ihrer Fundamentalsysteme von Integralen 
gebildet Averden können, von einander linear unabhRngig sind, so folgt 
aus dem soeben Gesagten, dass in diesem Falle L,^ = o und 2^^ = o 
dasselbe Fundamentalsystem von Integralen liaben mttssen, d. h. dass 

ist. 

Wenn ich jetzt in dem System (6) V statt f/, n statt p und n — // 
statt fl schreibe und an Stelle der Grössen P„,i, P„,2? •••? Pn,,n ^li^ ^nt- 
sprechenden Coefficienten der Gleichung M^ = o als Functionen der erst- 
genannten Grössen setze, sowie auch in die Grössen N^^^ statt der Coeffi- 
cienten Pn-n,\9 Pn-!L,2i •••» Pn-n.u-n ^ic entsprechendeu der Gleichung 
itf„„,, = o als Functionen der Grössen P„;,, P„^^, ..., P„,„_„; P„.i, P^,^, -, Pa.,* 
einftlhre, so mttssen in dem vorhandenen Falle die Ausdrttcke, welche die 
rechten Seiten der Gleichungen des Systems (6) bilden, in die Coefficienten 
der zu 

La = O 

adjungirten Differcntialgleichung ttbergeh^n. Da jedoch diese Ausdrttcke 
von der gemachten Bedingungsannahme garnicht abhUngig sind, so mttssen 
im Allgemeinen, wie auch die Gleichung -L^ = o gewählt sei, die genann- 
ten Substitutionen das obige Resultat hervorbringen. 
Hieraus folgt aber dass im Allgemeinen 



ist. 



-'^/t — '^n 



I 



EiDigc EigCDSchaften der linearon und liomogenen Differentialgleichungco. 131 

Wenn also die lineare und Iwmogene Bifferentialgleichimg w'" Ordnung 

Ln = o 
ein Fundamentahystem von Integralen hesitzt, und 

die Adjungirte einer ihrer (n — /ijireducirten ^^ = o darsteUt, so fhidet in 
Beziehung auf y die Identität 

statt y wobei M^ die Adjungirte der Gleichung L„ = o und M„_^ eine gewisse 
unter ihren /v. reducirten repräsentiren , und umgekehrt istj wenn ich mit 

die Adjungirte der Gleichung M^^ = o bezeichne, 

,0=1 

Wenn ich andererseits wieder meinen frtlheren Ståndpunkt, den- 
jenigen der §§ i — 4, einnehme, berechtigt mich das angedeutete Verhalten 
des Systems (6) zur folgendcn Aussprache: 

Es seten die linearen und liomogenen Bifferentialausdriicke L„ und L„ 
so von einander ahhängig wie im § 4 angegehen ist und M^ der Adjungirte 
zii Z/« — dann ist der Adjungirte 

des Ausdruckes L,, so beschaffen dass in Beziehung auf y die Identität 



i/„ = 3fii".. + rr,.„,Mii7> 



stattfindet, ivo M„_., der nach Angabe des § 4 gebildete Ausdruck ist. 
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IL 

8. Bevor ich die Untersuchung ftber die Eigeiischaften der fQr meine 
Arbeit wichtigen Functionen 

weiterftthre, sehe ich mich genöthigt Einiges ttber die Herstellung einer 
solchen linearen und homogenen Differentialgleichung L = o vorauszu- 
schicken, \yrclche von sammtlichen Integralen jcder einzigen zu einem 
System von gegebencn linearen und homogenen Differentialgleichungen 
derselben Ordnung // 

Il = o, A, = o, . . • , If. = o 

gehörenden Gleichung integrirt wird, und deren allgemeines Integral die 
Form 

r, + y, + . . . + y. 

hat, wo 



Ip (/» = !, a, ...,r) 

das allgemeine Integral der Gleichung 

bedeutet. 

Es sei also da& obige System 

/, = o, /^ = o, . . • , /^ = o 
gegeben, wo 

h = y''' + Pt>Ay''~'' + • • • + p,.,y <^=^'^ '•> 

ist, und die Gleichung 

/^ = o (/j=l,a, ...,r) 

das Fundamentalsystem von Integralen 

VpA^ yp,'if • • • > yp,fi 

besitzt. Giebt es dann wirklich eine Dift'ei:gntialgleichung 
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von der oben genannten Beschaffenheit, so muss erstens ihre Ordnungs- 
zahl v diejenige Zahl sein, welchc angiebt wic vielc unter den Functionen 



yp,<T 



//>=!, 2, 8,..., r\ 



von einander linear unabhängig sind ^ und zweitens jedc der gegcbenen 
Gleichungen 

Ip = o (p-l,2,3,....,r) 

eine (y — /i):reducirte der Gleichung i = o seiif. 

Es mttssen also die Coefficienten der letztgenannten Gleichung den in 
der Formel (8) enthaltenen Bedingungen gentlgen, wenn in dieser Formel 
die Substitutionen 

-* y, A = "a > ^/i, X = Pp, X 

(A^l,2, ...,y) (x = l,2, ...,/x) 

ausgeftthrt werden. Bezeichne ich mit 

(las Resultat der Substitutionen 

P„.,r=Pp,, (.=1,2....,,'.) 

v 

in die Grössc Ä^^x, so sind die genannten Bedingungen in dem System: 

(13) Fy..f,^a= ^^,o('p) + ^.^<T,?Xh)^i^ (/i^-l,2,...,r;<r.l.2,...,;0 

enthalten. 

Wie aus dem § 2 ersichtlich ist können aber die Grössen A^^i^^) 
nur dann gebildet Averden, wenn die v — fx ersten Abgeleiteten von den 
Coefficienten 

//»->f2 r\ 

Pp,x \x=l,2 tL/ 

exiåtiren* Dieses ist folglich eine nothwendige Bedingung zur Existenz 
der Differentialgleichung Z = o. Ist aber diesc Bedingung erfttUt, so 
können auch die v ersten Abgeleiteten einer jeden der Functionen 

yp,n 



^ Die Zahl v ist von der Wahl der FuDdamcDtalsystcnie uDabhäogig. 



\ 
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gebildet werden und hierdurch ist das Vorhandensein der Coefficienten 

Pi, Pa, . . . , P^ vollständig ausser Zweifel gestelit. Da cs ausserdem nur 

eine einzige Differentialgleichung L = o geben känn, erhalte ich aus dem 

Vorhergehenden den Satz: 

Wenn ich eine Anzahl von linearen und homogenen DifFerential- 

gleiehungen 

/^ = o, /j = o, . . . , Ir = o 

von dcrselben Ordnung /i habe, von denen eine jedc ein Fundaniental- 
system von Integralen besitzt, und ich mit u die Anzahl der von ein- 
ander liuear unabhftngigen unter den Elementen sämmtlicher dif ser Fun- 
damentalsysteme bezeichne, so giebt es immer, sobald von allén Coeffi- 
cienten der gegebenen Gleichungen die v — /i ersten Abgeleiteten gebildet 
werden können, eine und nur eine einzige Diflferentialgleichung 

L = o, 

welche so beschaflFen ist, dass jedes particuläre Integral einer jeden der 
Gleichungen /j = o, /.^ = o, . . . , /^ = o der Gleichung L = o Genttge 
leistet, und das allgemeine Integral der letzten Gleichung die Form 

Y,+ ¥, + ... + y/ 
hat, wobei 

Y^ (/)-l,2, ...,r) 

das allgemeine Integral der Gleichung 

darstellt. 

Dieser Satz giebt mir ein Mittel zu bestimmen wann mehrere linearc 
und homogene Differentialgleichungen von derselben Ordnung gemein- 
schaftliche Integrale haben, wie ich im Folgenden zeigen werde, 

9. Ftirs Erste nehme ich nun an dass es keine Function giebt, die 
gleichzeitig zwei öder mehrere der gegebenen Differentialgleichungen 
/i = o, /.^ == o, . . . , /,. = o integrirt, d. h. dass 

u = r/i = n 

ist. Ausserdem setze ich voraus dass die im § 8 erw&hnte Bedingung 
orfnllt ist. 
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Nach dem daseibst ausgesprochcnen Satze mtli?sen die n — /i Glei- 
chungen des Systems 

»51 (A ^) 1\ + «S2 {hQP-i +••■+ ih, n -, {h K) P,. -,.. = ffjO (/r^) 



(I>) 



fl,., , (/i /,.) P, + rt,., j (?, /,) Pj + . . . + «... » -,. (^ ^r) P«-... 
«11 (^/,)Pl + «IS (^i!'r)P2 + ••• + «I,»-...(/2/r)P, -,.. 






fl,.., 1 (^2 K) Pl + «... 2 (^2 'r) P» + • ■ ■ + «>, »- !' Ci '') •P»-/. = C.-. O (^'j) 



ft;..,l{l.-xK)Px + «,.,,2(^-l'r)P2 + • • • + «.,,„-,. (/r-, /,) P„_,. = «„,«(^/r-l) 



in dem ich 



./„.,(/,g = A, >.(/.) -A.>.(M 



gesetzt habe, den n: — /i Cocfficienten Pi/P^^ ..., P„_.t eindeutig be- 
stimmte Werthe geben. 

Hierzu ist aber erforderlich dass die Determinånte 



7) = 












%,\{hh) «/t.2('2'r) ••• (f,n,H-n{f2K) 



a,,^ 1 (/,_ 1 /,) a,,^ 2 ('/-l '/•) • • • ^^, «-. Cr-l h) 



nicht verschwiudet. 



lar» 



E. A. Slenberg. 

I O. Jetzt Averde ich annehmen, dass 



v» = rn 



m = n 



m 



ist, wo m eine ganze positive Zahl, die < (*' — i)/i ist, darstellt. Es 
giebt mir in diesem Falle das System (13) n Gleichungen ziir Bestim- 
mung der n — m Coefficienten 1\, 1\^ ..., P„_^. Dieses Systern darf 
also nur n — m von einander unabhängige Gleiehungen enthalten, öder, 
wenn ich das^ System (13) durch ein dem System (13») entsprechendes 
ersetze, dttrfen in diesem nur n — in — /i solche Gleiehungen vorkommen. 

Die im System (13) vorhandenen A„^xijp) känn ich imter Berttck- 
sichtigung der Formel (9) gegen 



fl 



v-\-m 

vertauschen, woher das in diesem Palle dem System (13a) cntsprechende 
Gleichungssystcm das folgende Aussehen erhrilt: 






(^30 






^/i, wi f 1 \'r- 1 'rj ^ 1 + ^/», m + 2 ('; — 1 'r) -^ 2 + ••• 4" ^n, n -/t (« r-l * r) Pn-m -ft ^/t, mUr -Vr 



Bezeichne ich jetzt mit 



I). 



eine von den Subdeterminanten, Avelche man nachbehält wenn man in 
der Determinante J) die x ersten Linien und x beliebige Reihen auslässt, 
so mössen folglich alle Determinantcn 
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verschwinden, aber wenigstens eine von den Subdeterminanton 

An 

von Null verschieden sein. 

II. Im § 9 habe ich die nothwendige Bedingung aufgestellt, der 
die Gleichungen Zj = o, /^ = o, . . . , /^ = o gentlgen mössen wenn nicht 
zwei öder mehrere unter ihnen von derselben Function integrirt werden, 
und im § lo die nothwendige Bedingung, die von den genannten Glei- 
chungen erfttllt werden muss, wenn eine gewisse Anzahl von ihren Inte- 
gralen linear unabhängig sind. Diese Bedingungen sind aber auch ge- 
nögend, denn wenn alle Determinanten I)^_^ = o sind, und unter den 
Determinanten JD^ wenigstens eine nicht = o ist^ so känn die Anzahl 
der von einander linear unabhängigen unter den Integralen der Glei- 
chungen /i = o, /g = o , . . . , Ir = o weder grösser noch kleiner als n — m 
sein, folglich ist sie = n — m. 

Schliesslich will ich noch bemerken, dass die Coefficicnten der Gloi- 

chung 

Z = o, 

wie das System (13) ergiebt, nur von den Coefficicnten der gegebenen 
Gleichungen Zj = o, /j = o, . . . , 1,. = o und ihren v — /i ersten Abgelei- 
teten abhängig sind und zwar von den Coefficicnten nur derjenigen unter 
ihrien, deren allgemeine Integrale von einander linear unabhängig sind. 



111. 



12. Es sei wieder wie im § 5 

L, = o 

eine lineare und homogene Differentialgleichung 71^^"" Ordnung, von der 
icj^ jetzt annehme, dass in einem gewissen Gebiete 
i"" die Functionen 

ein Fundamentalsystem von Integralen derselben darstellen, und 

Arta mathtmatica. 8. TQiprimé le 28 Avril 1886. IS 



138 K. A. Stenberg. 

2" die A — I ersten Abgeleiteten einer jeden der Functioheri j^u y^j 
...,y„, oder, was dasselbe ist, die A — n — i ersten Abgeleiteten des 
Differentialausdruckes L„ gebildet werden können, wobei A die grösste 
unter den Zahlen 



n + 



ti 

= (/t = l,2, ...,n— 1) 



bedeutet. 

Hiermit habe ich gesagt, dass in dem in Frage stehenden Gebiete 
nicht nur sämmtliche Grösscn 

c^_^ = Consf. 
sondern auch ihre 

I n 



/i n—fi 



ersten Abgeleiteten gebildet werden können, da nanilich infolgc der 
Gleichung (5a) die Grössen w„_^ bei geeigneter Wahl der Constanten c„..j, 
das Aussehen . 

^'^^ ''"-•'-'' ^ JlJTV. — ^ I 

haben, wobei ich mit dem 'angehängten Zeichen p andeuten will, dass 

• • • 

die p^ Combination von je /x unter den n Zahlen i, 2, ..., n bedeutet, 
nachdem ich die genannten Combinationen in eine gewisse Reihenfolge 
geordnet habe. 

Unter Befbehaltung der Bezeichnung i^ = o fOr eine (w — /i):redu- 
cirte der Differentialgleichung i„ = o ist i^ = o die lincare und homo- 
gene Differentialgleichung von der Ordnung NuU 

// = o. 
Bei der Annahme /i = o verschwinden also sJlmmtlichc Grössen 
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des § 2, wodurch die Formel (5) in 



U = F 

und das System (10) in das folgendc tibergeht: 



(/>=!, 2 v) 



(15) 






^ II— 1, 1 ^ n -'2, 1 T ^ ■ > 

«« -1 



P — 



n— ff, 1 









7,1 1,1 I ^^ 

P _ ^i 
■^1,1 — 7 • 



P = P 4- P' 

'■'■ n,p '■ H — l,p 1^ -■■ H— 1,/)— 1 



^, 



4- P - 



(0 = 1', 3, ...,n— 1) 



-*• n — \,p -*• w— 2,/j I •'^ n— 2, />--! 



+ -^ii-2,/,-i : 



2?«— 1 



^n—\ 



(.0 = 2,3, ...,M— 2) 



«.i» 



-4- P - 



'« 



p — P' 

^ w— 1, M— l — ■'■ n-2, M— 2 



"I -t «— 2, M- 



/ 



P z= P 4- P' 7^ = P' 






^n-c-\,p-l J 

(/>-2, 3, ...,n-«T-l) 



I p ^w— g 



-^3, 2 ^2, 2 + -^2, 1 "T -^2, 1 r ' -* 3, 3 

Ä3 



7^ = 



2,2 



/>' J- P ?if 

^2,2-r-^2,2^^> 



13. Betrachte ich in diesem System (15) ftlrs Erste die Gleich ungen, 
welche in der zweiten Horizontalreihe enthalten sind, so weiss ich dass 
diese bei der Elimination der Grössen 



P P P 

■^ /I— 2, IJ -* /I— 2, 2> • • • > -t „_2, „_« 
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eine lineare und hoiuogene Differentialgleichung {n — i)^' Ordnung geben, 
^^elche die Adjungirte der Gleichung 

* ist. Betrachte ich aber die zwei crstcn Horizontalreihen des Systems (15) 
und ftthre ich jii die zweite derselben ftberall (siehe die Formel (4*)) 

5* . 

-«— 1 

ein, so gicbt mir die Elimination der Grössen 

P P P 

P P P 

. eine in 11^ lineare und homogene Differentialgleichung {n — i)*^" Ordnung 

/ = o 

und zvvar dieselbe, die ich durch Substitution der aus der ersten Horizon- 
talreihe des Systems (15) abgeleiteten AusdrOcke fttr Ph_i,i, P«_i,2> •••> 

i^„..i,„_i und der Grösse — statt z,^_i in die Adjungirte der Gleichung 

7^„._i = o erhalten hatte. 

Die Coefficienten der so gebildeten Differentialgleichung / = o sind 
nur von den Grössen P„i, P^.^, ..., P„„ und ^„ abhängig, wobei zu be- 
merken ist dass ;8f„ dasjenige particuläre Integral der Differentialgleichung 

M„ = o, welches der Bedingung z^L^ = ^{^n^^n-i) g^^^^S^j darstellt. Um 

diese Abhilngigkeit von dem particulären Integrale ^^ anzudeuten werde 
ich statt 1 = 

schreiben. Unter der Anzahl der Difterentialgleichungen l{z„) = o, die 
ich erhalte, wenn ich das eine particuläre Integral nach dem andern als 
js^ benutze, Averde ich diejenigen 
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besonders beachten, welche mit Hulfe der Elementen des Fundamental- 
systems 

von Integralen der Gleichung M^ = o gebildet sind, wobei ich die im 
§ 6 gebrauchten Bezeichung 

' \yiy2'-yn\ 

anwende. 

Ich werde ausserdem mit 

■V. 

diejenige unter den iireducirten Z„__i = o der Gleichung £„ = o be- 
zeichnen, welche das Fundamentalsystem von Integralen 

Ux > Uif • • • > l/ft—lJ !/ff\-V ' ' • y Un 

hat und folglich dem Integrale z^^, in der Art cntspricht, dass 

y T ^=:—(z r \ 

ist. 

Die Adjungirte der Differentialgleichung 

hat das Fundamentulsystem von Integralen 

I //li/s • • • yn-\yn\-\ • • ' ///,—! ///Hl ' ' • yn\ 



! yiy-i' • yp-iy.o^i . . .//«! 
I //i//2 • . • yp-iyp-k-i • • • 2/r-i.yrf 1 • . • 2/« 



(n=l,2 p-l) 



woher, da 



2/12/2 . . .yp-iyp^\ ...?/«! 



^ ^ yiy -i • • • ///»--i .y/>^ 1 • • • //« 



(r-»/»+J,p+8, ...,fi) 



|yi2/2. . .//h 

ist, die Differentialgleichung 

IM = o 
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das Fundanieiitalsysteiii von Integralun 



!h !h . 


. Ih-^lVaM • . . ?//>-!///, fl . 


• . //« 




//i 2/2 .. . Vh 




!h !h • 


. //p-l. «//, + ! . . . //r-l^r+l . 


. . Vh 



(rT^l,2, ...,/J- 1) 



(r= /> + !,. » + 2, ...,») 



|yi?/i . .2//, ! 

hat. 

14. Wie ich ini Cap. II gezeigt liabe ist cs niir möglich eiiie Ii- 
neare und hoiiiogene Differentialgleichung' 

aufzustellen, welchc von sllnimtlichen Integralen der Gleichungen 

i{^n,i) = O, i{z„^o) = 0, . . . , i{z„^;,) = o 

integrirt wird und dereu allgcineines Integral das Aussehen 

hat, wenn H^ das allgemeine Integral der Gleichung l{z„^p) = o ist. 
Es wird folglich jede Grösse 



H, 



i 1^ \ 



(siehe die Formel (14)) der Gleichung 



i', = o 



Geniige leisten, und das allgemeine Integral dieser Gleichung 



z 






sein, wo die (J^ beliebige Constanten sind. 

15. Es sagt mir der Satz des § 6, dass jeder Differentialgleichung 
/>„_., = o und folglich tiuch jeder Grösse w.^,/» zwei von einander linear 
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unahhÄngige Integrale z^ der Gleichung M^ = o entsprechen, und zwar 

sind nach dem § 5 

z^, und z,,^ • (i<y) 

ein PaaT solche Integrale, welehe der Grösse 

cntsprechen, Wenn i , 2, . . . , i — i , i + i , . . . , y — i , y + 1 1 • • • ? ^ 
die />** Combination zu je n — 2 von den Zahlen i, 2, ..., w ist. Hier- 
au8 folgt, dass jede Grösse u^^p wenigstens zwei von den DiflFerentialglei- 
chungen 

integrirt, und dass sämmtliche Integrale einer jeden diesor Differential- 
gleichungen von den Integralen der tlbrigen linear abhängig ist. Bei der 
Aufstellung der Differentialgleichung 

£, = o 

brauche ich folglich nur n — i unter den genannten Gleichungen zu be- 
rftcksichtigen, wodurch ihre Coefficienten ausser von den Grössen P„i, 
P„2, ... , P„„ von nur n — i unter den Integralen z^p abhängig werden. 
Es mössen aber andererseits die Coefficienten der Differentialgleichung 
£j = o in Bezug auf yi, y^^ . . . , y„ — und folglich auch in den Grössen 
^no ^ni^ • • • > ^«n — symmctrisch sein, wie die Beschaffenheit ihrer Inte- 
grale lehrt. Eine nothwendige Folge dieser beiden Bedingungen ist dio, 
dass die genannten Coefficienten keine von den Grössen z^p enthalten. ^ 
Diejenige Difterentialgleichung, welehe von sammtlichen Grössen 



%/, 



intrCgrirt wird, und deren allgemeiries Integral die Form 

hat, ist also so beschaffen, dass ihre Coefficienten nur von den Coefficienten 

der Differentialgleichung 

L, --= o 
abhängig sind. 



* D. h. dass dicso Grrtsscn durch die Oleicliung iV„ = O eliiuinirt werden können. 
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Durch die Art, in welcher ich die Differentialorleichung 

5, = o 

gebildet habe, ist ersichtlich, dass ihre Coefficienten rationale algebraische 
Functionen der Coefficienten der Gleichung 

L„ = o 

und ihren Abgeleiteten sind. 

Die Ordnungszahl der Differentialgleichung 

^, = o, ^ 

gleich derjenigen Zahl, wclche angiebt wie viele unter den Grössen 

von einander linear unabhangig sind, ist <-^ -. 

1 6, Es sei nun angenommen, dass, wenn /u eine positive, ganze Zahl, 
welche < n — i ist, bedeutet, zu jeder Gleichung 

* 

cine lineare und honiogeno Differentialgleichung 
gehört, welche die folgendcn Eigenschaftcn hat: 

In — I 

I*" ihre Ordnunsrszahl ist <i — ' — r> 



/i n — fÅ — I 



2^ ihre Coefficienten sind von keinen anderen Veränderlichen ab- 
hangig als von den Coefficienten der Gleichung X«_i,o> ^^^ zwar sind 
sie rationale, algebraische Functionen dieser Coefficienten und ihrer Ab- 
geleiteten, 

3° sie wird von jeder Grösse 



v = 



yuVi^-Vin-n-^l /' _ \iLiii 



.^ '^ ■" U/, ./„ w. ,'»/..,./_ I V \l!: *»■-•/*-' 



ihy^ . . . i/«-i?/o+i . . .y 



(" 



-1 *> 



integrirt, bei der i^, i^, ..., t„_^_i die (^ Combination zu je n — [x — i 
von den Zahlen i, 2, . . . , /> — i, /> + i, . . . , n ist, und 
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4** ihr allgemeines Integral hat die Form 

a 

wo c^ beliel)ige Constantcn sind. 

Dann, bchaupte ich, känn auch eine lincare und honiogcne Difteren- 
tial<jleicliun<]r aufo-cstellt werden, welclie den fol<];enden Bedin<i:un<:!jen Ge- 
nOge leistet: 

I *^ 
1** ihre Ordnunirszahl ist < : — ^ — ^^= , 



/^ + 1 



n 



2° ihro Coefficienten sind rationale, alsjebraische Fiinctionen von den 
Coefficienten der (jleichung />„ = o und ihren Abgeleiteten und von 
keinen nnderen VerJiuderlichen abhilngig, 

3° sie wird von jeder Grös?;e (siehe die Formel (14)), 

integrirt, und 

4** ihr allgemeines Integral hat die Form 

wobei C^ beliebige Constanten sind. 

Mit anderen Worten, dann giebt das System der Gleichungen in den 
fl + I ersten Horizontalreihen des Systems (15) bei der Substitution von 

u 

und Elimination der Grössen 

P P P 

P P P 

P P P 



P P P 
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eine in u lincare und homogene Differentialgleichung, die höchstens von 



der Ordnunir — ist und die Grösse 



/i -h 1 n — fl — I 

wo Cp beliebige Constantcn sind, ak allgemeines Integral hat. 

Um dieses zu beweisen brauche ich nur wie im vorigen Falle, wo 
fl = I war, in jode der gegebenen Gleichungen 



/, = o 



statt der abhan^i": Veranderlichen 



U 



^ti,p 



lind statt der Coefficienten der Gleichuncr 



r> 



ihre ans der ersten Reihe des Systems (15) abgeleiteten AusdrOcke in 
P„i, P„,2> •••» Ph,u ^^^^ ^n,p einziiftihren, wobei ich ein System von n 
m u lineare und homogene DiflFerentialgleichungen erhalte, deren Coeffi- 
cienten ausser von den Coefficienten der Gleichung L^ = o nur von je 
einer der Grössen z„p abhangen. Um dieses anzudeuten gebe ich diesen 
DiflFerentialgleichungen die Bezeiehnung 

Ein Fundamentalsystem von Integralen einer jeden der Gleichungen 

besteht aus den von einander linear unabhilngigen unter denjenigen Grössen 

welciie dem Werthe z,,^^ entsprechen. Da aber jedem 

/i + I unter den Grössen ;?„^ entsprechen, muss jede' Grösse w,,^, ,, Avenig- 
stens /i 4- I der GhMchungen h{^n,f) ^ o integriren, und folglich ist jedes 
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Integral einer jeden der Gleichuugen lp{^„,o) = o von den Grössen, wclchc 
n — /i gewisse untcr dicsen Gleichungen integriren, liiiear ubhängig. Es 
können soriiit die Coefficienten derjenigen Difterentialgleichung 

%^i = o, 
welchc von sriinnitlichcn Grössen 

integrirt wird, und dcren allgcnieines Integral 

ist, ausser von den Coefficienfen der Gleiehung L,^ — o von nur.M — /i 
der Grössen 

abhilngig sein; andererseits nitissen sie aber in den Grössen 

syninietrisch sein, folglieh enthalten sie garniclit diese Grössen und sind 
nur von den Coeffieienten der Gleiehung X„ = o abhilngig, wobei aus der 
Bildun<Tsart der Gleichun^]^ 

ersichtlieh ist, dass ihre Coefiieienten rationale, algebraisehe Funetionen 
dieser Grössen und ihrer Abgeleiteten sind. . ^ 

17. Die ini § 16 geinachten Voraussetzungen sind erftUlt, wcnn 
[X = I und w > 2 ist, folglieh sind sie naeh dem soeben Gesagten auch 
dann erfiillt, wenn /i = 2 und n> 3 (wie ieh aueh in den §§ 13 — 15 
besonders dargestellt liabe) und ilberhaupt wenn /i eine beliebige, posifive 
ganzc Zahl und w > /£ + ^ i^t. 

Es giebt also imnier, wenn /x < n ist, eine linearc und honiogene 
DiflFerentialcrleichuniJ!: 

<" — o 



welehe in dem im § 12 genannten Gebiete von den Funetionen 



"'fl-., t p I /*" ^1 -I "» •••» 



/fl»-/*/ 
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iiitcgrlrt wird, und deiTii allgeineincs Integral das Aussehen 






hat, wobei C^ beliebigc Constantcn sitid, und sind die Coefficientcn dieser 
Differentialo^leichuno; rationale, al<»;ebraitche Functionen von den Coeffi- 



ciontcn der secebenen Gleichun»:' 



und ihrcn Abgeleiteten. 

Dass nur eine einzige solehe Differentialgkiehung existiren känn, 
und dass sie von der Wahl des Fundanientalsysteuis 



unabhilngig ist, leuchtet dadurch ein, dass jede GrOtse 



gleich einer Sunime 



^M^'. • • -^V, 



^P^P^^n-;t,pJ 



WC c^ gewisse Constantcn sind, gesctzt werden känn, Avenn die Grös>en 

sind, wo 6\i, c^,, . . . , 6\„ gewisse Constanten bedeuten. 

18. Wie aus dem System (15) ersiehtlieh ist, wird die (// — /i):rc- 
dueirte L,^ = o der Gleiehung Z^ = o dureh die Grössen 

^n ? "n—XJ • • • ? ^}L-\-\ 

eindeutig bestimmt. Da aber naeli der Formel (4») 
und somit 

ist, bostimmen die Grössen 

ebenso eindeutig die Cöefficienten der (/« — /i):reducirten der Gleiehung 
A = o. 
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Ich ziéhe es vor den letzti^enanntéii Grössen die Benennun^ wedu- 
cirende Grössen der linearen und homogencn Differentialgleichung X„ = o» 
beizulegen, und zwar werde ich jedé Grösse, die aus /i beliebigen Ele- 
menten 

eines beliebigen Fundanientalsystems 

von Integralen der Gleichung Z„ = o nacli der Formel 

I 7i 7» • • • 7" I 

aufgebaut ist, eine »(/i — /i):reducirende Grösse der linearen und bomo- 
genen Differentialgleichung Z„ = o» benennen. 

Diejenige lineare und homogene Differentialgleichung, welche von 
sämmtlichen (w — /i):reducirenden Grössen der Gleichung L,^ = o und 
von nur solchen Grössen, die von diesen linear abhangig sind, integrirt 
wird, werde ich eine )){n — /i):reducirende der linearen und homogenen 
Differentialgleichung L^ = od benennen. 

Ist £^^ = o die (n — /i):reducirende der Gleichung Z,, = o, werde ich 
sägen, dass die letztere »dre zu der {n — /i):reducirenden 2^ = o ge- 
hörende urspmngliche Differentialgleichung» ist. 

19. Nach dem § 17 sind die Coefficienten einer (w — /i):reduci- 
renden Differentialgleichung nur von den Coefficienten der zu dieser ge- 
hörenden ursprtinglichen Gleichung abhängig, und zwar höchstens von den 



n 



fl n—fl 



ersten Abgcleiteten derselben, wie aus dem § 1 2 ersichtlich ist. 

Derselbe § 17 definirt die (w — /i):reducirende £,, = o der Gleichung 
Z„ = o nur fttr das im § 1 2 angegebene enge Gebiet. Die Gleichung 
£^^ = o känn aber auch ausserhalb dieses Gebietes existiren, nämlich so 
weit wie die n,^ — i ersten Abgcleiteten der Coefficienten der Gleichung 
Z„ = o gebildet werden können, wenn n,^ die Ordnungszahl der Gleichung 
£^ = o ist. Die angegebene Eigenschaft der Coefficienten der Gleichung 
£^ = o sagt mir aber dass di^se Gleichung nicht nur in dem erstgenannten 
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Gcbiete sondern so weit sic ttbcrhaupt existirt diu Elgcnschaft beibchalt, 
eine (n — /je):reducirende der Gleichung Z,, = o zu sein. 

Ich känn also deii folgenden Satz aussprechen: 

Wenn eine lineare und homogene Differentialgleichung von der Ordnung 
n so heschaffen ist, dass in jedem Punkte eines gewissen Gehietes die 



n 



/« 



n — // 



ersten Ähgeleiteten ihrer sämmtlivhen Coefficienten gébildet werden könrwn, so 
existirt in dietern Gebiete eine lineare und homogene Differentialgleichung, 
deren Coefficienten rationale, algebraische Functionen von deti Coefficienten 
der ursprunglichen Gleichung und ihren genannten Ähgeleiteten sind und von 
keiner anderen Veränderlichen abhängen, und welche in Jedem Punkte dieses 
Gehietes die (n — /i):reducirende der ursprunglichen ist. 
Ich will mit 

A,,/z = o 

die (w — /i):reducirende der Differentialgleichung 

L„ = o 
bezeichnen, wobei ich noch bcnierke, das ich mit den Bezeichnungen 

L,Xg) =- o, A,,.u(/y) = o 

angeben werde, dass in den Differentialgleichungen 

Ln = O, L„ ,, = o 

g die abhilngig Veränderliche ist. 

20. Wenn ich in die (w — /i):rcducirende Z/„,,(y) = o der Differen- 
tialgleichung L^{y) = o statt der abhangig Veränderlichen g die Grösse 

einftihre, \\o P„i der zweite Coefiicient der Gleichung i>„ == o ist, erhalte 
ich eine lineare und homogene Differentialgleichung 
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deren Coefficienten nur von den Coefficienten der Gleichung L^ = o und 
ihren Abgeleiteten gebildet sind, und deren allgemeines Integral das 
Aussehen 

^P^P I t/uPu • • • K I 

hat, wobei ij, i^y . . . , /,» die />'* Conibination zu je /i Elementen von den 
Zahlen i, 2, . . . , w reprascntirt und c^ beliebige Constanten sind. 



Diese Difterentialcrleichun^r 

r5 O 



^1,/* = O 



wcrde ich dic j>transformirte {n — iijiredncirende der Differentialgleichung 
L^ = o» benennen. 

21. Nach dem § 6" (Formel i2b) ist 

I Vi V2 . • • Va \ j-y \ I 



wo C eine gewisse Constante ist, woraus folgt dass die Differentialglei 
chungen 

und 

dasselbe allgomeine Integral haben, und somit 



ist. 

Da aber auch 



-"«, »* — ", n— /i 



I gw,/tHg.*,.u-t-2 • . . Zu,n I _ I I 

I _ " _ I ^1 7/1^2 • • • //« I 

I *«, 1 *», 2 • • • ^n, n I 

ist, wo c eine gewisse Constante ist, so orhalte ich ausserdem die Iden- 

titat 

M = 1 

9 t Tå 

Es ist hier, nach den oingeftthrten Bezeichnungen M^,,_„ die /irroduci- 

rende und M„„__„ die transformirte /iireducirende der zu X„ = o ad- 
jungirten Diiferontialgleicluing ilf„ =-■ o. 
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Die obigen Identitilten geben in Worten ausgesprochen den folgenden 
Satz: 

Die (n — /i):re(lunren(Ie (kr linearen uml liomogenen Differential ylel- 
chuny von der Ordniwy n 

ist' die transformirte /r.rediwirende der zu dieser Gleiclniny adjangirten Diffe- 
rential (jleic)mn q 

M, = o 

nnd die transformirte (fi — /i):redacirende der Gleichnny 

L„ = o 
ist die /i: red acir ende der adjnngirten Gleirhung 

M, = o, 

wie aucli /i unter den Zahlen i, 2, .. . , n — i gewählt sel. 

Da die transformirte (?? — i):reducirende einer Unearen und hoino- 
orenen Differentialtj^leichuno: von der Ordnunf^ n nichts anderes als diese 
Gleichung selbst ist, und die iireducirende eincr solchen Gleichung ihre 
Adjungirte ist, so giebt der obige Satz ftlr den Fall /i = i das Theorem 
von Laghange: 

Eine lineare und homogene Differential gleiclmng ist die Adjungirte ihrer 
eigenen Adjungirten, 
welches Theorem somit ein Specialfall des obigen Satzes ist. 

22. Vergleiche ich xlas System (10) im § 3 mit dem im § 12 auf- 
gestellten System (15), aus dem die Reducirenden der Gleiclumg L„ = o 
hervorgegangen sind, finde ich dass 

die pireducirende der Differential gleiclmng (11) 

eine Ueducirte der pireducirenden der Differential gleiclmng L„ = o ist, wenn 
die positive ganze Zald p <n — /x gesetzt wird. 

Denn jeder />: reducirenden Grösse ^^ der Gleichung (11) entspricht 
wenigstens ein System von p Grössen 
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deren Product gleich (p^ ist, und welche den Gleichungen in den p ersten 
Verticalreihen des Systems (lo) Genilge leisten. Ausserdem ist es imrner 
möglich ein System von n — /i — p Grössen 

^n^pj ^n—p—19 • • • > -^/tflJ 

zu finden, welche den tibrigen Gleichungen des Systems (lo) genftgen; 
zu diesem Zwecke brauche ich nur die DiflFerentialgleichung 

.jÅn-n-p) I Tf tn^;K-p-\) i «L // ^/ =z: O 

.7 T^ ^n—p.^p,\y n^ • • • T^ ^^n~'i-p,n-n-p!/ ~^^ 

zu reduciren. Hierdurch habe ich aber ein System von Grössen 

erhalteh, welches dem System (lo) Gendge lelstet und folglich, naeh dem 
§ 3, von der gegebenen Gleichung L,^ = o ausgehend eine Reihe von Diffe- 
rentialgleichungen aufbaut, welche sammtHch Reducirte der Gleichung 
L^ = o sind. p^ ist also eine />:reducirende Grösse der Gleichung L,^ = o. 
Der oben angeftihrte Satz sagt mir dass die />:redueirende der Glei- 
chung 

wobei F,tt, ..., Vj^,^ dieselben Grössen, wie in den §§ 5 und 7 dar- 
stellen, eine Reducirte der zur Gleichung M^ = o />:reducirenden ist, 
woher durch Berilcksichtigung des im § 21 ausgesprochenen Satzes die 
folgende Thatsache hervorgeht: 

Die träns for mirts (/i — p):reducirend€ der Gleichung L,^ = o ist eine 
Reducirte der transfoimirten (n — p):reducirenden der linearen und ho- 
mogenen BifferentialgUiclmng n'"" Ordnung L„ = o, wobei L„ = o eine 
(n — fi) : reducirte der letztgenannten Gleichung, und die positive j ganze Zahl 
p < /i ist. 

I n 

Dieser Satz sagt mir dass ch im Allgeineinen, d. h. wenn die 



P 



Grössen 

I /A,/A, • • • !/i, 

in dencn 
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K. A. Stenberg. 



sftrnmtliche Combinationen zii je p Elementen von den Zahlen 



i* JL ^ •••> 7f' 



(larstellen, von einander lincar unabhanmöj sind, eine \\ = 1 — ^= — ) 

«» \\p n—p \p fl—p) 



:reducirte der Gleichung L„,, = o giebt, deren Coefficienten nur von den- 
jenigen der Gleichung L,^ = o abhangen. 



^ m m 

loo 



BEWEIS DES SATZES 



DASS EINE JEDE 



ALGEBRAISCHE GLEICHUNG EINEWURZEL HAT 

VON 

ELLING HOLST 

in CHRI6TIANIÅ. 

Unserem Zwecke ist ofFenbar Genttge gethan, wenn wir folgenden 
Satz beweisen: 

Wenn eine jede ganze Function des (n — i )**" Grades sich in n — i 
lineare Factoren auflösen lässt, so hat eine Gleichung des «*®° Grades 
wenigstens eine Wurzel. 

Die Gleichung, in welcher der Einfachheit wegen dem Ooefficienten 
von (C** der Werth = i beigelegt sein mag, lässt sich iminer so schreiben: 

xf{x) = K, 

wo f{x) vom (n — i)^^ Grade ist, und also nach unserer Voraussetzung 
sich in die Factoren {x — aj)(ic — a^) . . . {x — a„_i) auflösen lässt. Da 
mehrere der Grössen- a, einander gleich sein und einige derselben auch 
= o sein können, so ergiebt sich als allgemeinste Form der Gleichung: 

(i) x"'ix — a,)"'' ..:{x — a,,)"' = Ky 

wo 

(2) /;?o + ^"1 + • • • + ^iip = w. 

Nun setzen wir: 

Aeta mathematiea, 8. Imprimé le 24 Avril 1886. 
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dann zerfftllt die Gleicliung (i) in die beiden Gleichungen: die Modul" 
gleichung: 

(3) '«'^'-'r . . . >•;? = 1^ 

und die Argumentgleidmng: 

(4) ^'^Fo + ^''iFi + . . . + ^i^Vp = ^ + 2A-;r, 

wo man die jr^,, jTj, ..., j^^., so wie die 0^ o und < 2r annehmen darf, 
während k jede beliebige ganze positive öder negative Zuhl öder NuU 
vorstellt. 

Sei nun ferner P ein laufender Punkt in der Gaussischen [x + iy)- 
Ebene, A^ der Nullpunkt des letzteren, A^j . ."^ , Ap die den Coniplexen 
aj, ..., a^ entsprechenden Punkte, so werden wir zunächst die Grösse 

FAy^^FÄ^r ' . . PAl''' — B' = ^\x , y) 

zu untersuchen haben, wo x und // jetzt als gewöhnliche Cartesische Co- 
ordinaten aufzufassen sind, und V''(;r , y) eine ganze Function von x und y 
vom Grade 211 vorstellt. 

Verlegt man F in einen der Punkte A^^ A^^ ..., -4^, so wird: 

r{x,y)'<o, 

Beschreibt man um einen Avillktirlichen Mittelpunkt C einen Kreis mit 
dem Radius = m + sjli + s, wo unter s cine willkt^rliche positive Grösse 
zu verstehen ist, und m den grössten unter den Abständen des Punktes 
C, von einem der Punkte A^^ A^j ..., Ap vorstellt, so liegt jeder der 
letztgenannten Punkte innerhalb dieses Kreises, und die Abst&nde aller 
dieser Punkte von jedera in der Peripherie des Kr^eises liegenden Punkt 
Q sind immer grösser als ^R. I^gt man daher P in irgend welchen der- 
artigen Punkt Qy so erhälfman: 

H\x ,y)>o. 

Aus dicsen beiden Ungleichheiten ergiebt sich. auf Grund der Continuitat 
der ganzen Function ¥*' fttr jede reelle und endliche Variation von x und 
y, der Schluss, dass jede beliebige continuirliche Verbindungskurve zwischen 
dem laufenden Punkt Q des Kreises und irgend einem der mehrerw^hnten 
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Punkte, z. B. dem Punkte Ä^j zum mindesten emen Punkt enthalten 
mu88, wo 

Es besteht derngemäss eine stetige, geschlossene Contour rings um A^y 
in welchcr die Modulbedingung (3) ttberall erftillt ist. 

Wenn die hier gefundene Contour nicht noch andere jener Punkte, 
ausser allein A^, umschliesst, so werden jene (Ibrigen Punkte, jeder ftir 
sich allein öder nielirere zusainmen, von ähnlichen Cqntouren umgeben 
sein. Aus dem Umstande, dass A^ auf einem endlieh und stetig be- 
grenzten Theil der Ebene liegt, folgt nun aber jedenfalls, dass der Vector- 
radius APj wenn P den ganzen Umfang dieser Begrenzung einmal durch- 
wandert, einen Umlauf von der Grösse + 2;r ausgeföhrt hat. Das Zeichen 
hängt ab von der Richtung, in welcher der Umlauf bcwerkstclligt ist, und 
bleibt dasselbc, wo innerhalb der Contour der Punkt A^ auch liegen mag. 

Wir nehmen an, dass die Punkte: 

Aqj A^, •••> -^Y> (0^7</0 

innerhalb der gleichen Contour liegen, und dass somit die ilbrigen p — q 
Punkte sich ausserhalb der Contour befinden. Wird nun letztere von 
einem Anfangspunkt P^ aus einmp-l in positiver Richtung durchlaufen, so 
werden die Argumente, welche den von den inneren Punkten ausgehenden 
Vectorradien entsprechen, jo um 2;r gewachsen sein, w&hrend diejcnigen, 
welche den von den ausseren Punkten ausgehenden Vectorradien ent- 
sprechen, nach einem gewisscn Oscilliren alle wieder zu ihrem Anfangs- 
werth zurttckgekehrt sein werden. Werden nun alle diese Argumeilte, 
die allén den genannten Vectorradien entsprechen und deren Werthe z. B. 
beini Anfang des Umlaufs > o und < 27r angesetzt werden könncn, in 
das erste Glied der Argumentgleichung (4) eingesetzt, so wird während 
des Umlaufes dieses Glied continuirlich wachsen um die Grösse: 

(m, + m^ + •.. + ^O^TT, 

d. h. die Contour enthält m^ + ^^ + • • • + we^ Punkte, welche der Ar- 
gumentbedingung genttgen. Der kleinste Werth, den diese Zahl annehmen 
känn, ist i (nämlich ftir m^ = i, q = o). Also hat die Gleichung we- 
nigstens eine Wurzel; was zu beweisen war. 
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Diirch Betrachtungen von ganz analoger Art, wie die eben an- 
gestellten, wobei man nur noch zu beröcksichtigen hat^ dass die Anzahl 
der Wurzeln, öder, genaucr gesprochen, die Anzahl der lineareri Factoren 
n nicht öberschreiten känn, wird man noch ohne Schwierigkeit die Rich- 
tigkeit folgender Sätze einsehen: 

1. Während immerhin innerhalb einer Contour mehr als eine Wurzel 
liegen känn, känn umgekehrt um einen der Punkte A^j A^, . . . , -4^, nicht 
mehr als eine Contour verlaufen. 

2. Die Anzahl der Wurzeln auf jeder Contour ist immer gleich 
der Summe der Multiplicitäten der eingeschlossenen -4-Punkte. 

3. Diese Wurzelpunkte theilen die Contour in Bogen, welchc von 
sämtlichen Wurzelpunkten nach derselben Richtung durchlaufen werden, 
wenn 0, das Argument von Ä', um 2;r wächst. Unter diesen Umstftnden 
findet also nur eine circulare Vertauschung der Wurzeln auf derselben 
Contour statt. 

4. Eine Doppelwurzel hat die Gleichung nur dann, wenn die Mo- 
dulkurve V^\x , ;/) = o cinen gewöhnlichen Knotcnpunkt besitzt, in wel- 
chem zwei Contouren zu einer sich selbst schneidenden Contour vereinigt 
sind. Fttr einen bestimmten Wérth von werden dann die beiden 
Wurzeln der beiden Contoure unter dem gleichartigen Unilauf im Knoten- 
punkte zusammentreflFen. 

lu ganz ahnlicher Weise hatte die ursprCingliche Gleichung auch 
folgende Gestalt haben können: 

wo f{x) vom {n — /)*^% und ^{x) vom {t — i)***" Grad ist. Nehmen wir 
an, dass hier die Auflösbarkeit der ganzen Function in lineare Factoren 
fllir die grössere der beiden Gradzahlen n — t und t — i (somit aber 
auch ftlr die kleinere) öder, wenn n — t = t — i, fttr diese Gradzahl nach- 
gewiesen ist, so lässt die Gleichung sich schreiben: 

.r"'-(.r — a J"'> ...{x — a^' ^ K{,v. — y9j"' . . . {x — y?,,)"^ , 

wo 

m^ + ^n^ -\- . . . -\- Mj, =^ n und n^ -\- % + . . . + w,^ = f — i . 
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Man erliJllt dann: 






lind 



Die Knrve: ' 

(wo Aqj ..., Ap, dieselbe Bedeutung haben, wie oben, während J9p ..., B^ 
in ahnlicher Weise den Wurzeln j^Qj-^^^^g entsprechen) bcsteht jetzt, avic 
man alsbald ttbersieht, aus: 

i) einer öder mehreren A-Contouren^ die sllnitiiche A^ umsehliessen, 
doch so, dass keiner von mehr als einer Contour urngeben ist, und 

2) einer öder mehreren B-Contouren, welche in dem Fall, wo irgend 
ein Bi von irgend einer ^-Contour umschlossen wird, Enclaven innerhalb 
der ^-Contouren bilden und jenes jB, in solcher Weise urngeben, dass alle 
^-Pupkte von allén jB-^Punkten geschieden sind. Kein 5-Punkt liegt in- 
nerhalb mehr als einer 5-Contour. Die ausserhalb der ^-Contouren 
liegenden Punkte 7?< werden nicht von Contouren umschlossen. 

Die gesammte Multiplicität der in den Enclaven eingeschlossenen 
Punkte Bi betrage <', wo also 

oTt' <t— I. 



Beim Umlauf durch alle Contouren gehören dann n — t' Wurzeln den 
^-Kurven die tibrigen t' den jB-Kurven. Das Raisonnement ist ein ganz 
analoges, wie bei dem vorigen Fall, der ja auch nur einen Unterfall des 
hier behandelten darstellt, bei Avelchem /= i, d. h. /' = o geworden ist. 
Besonders beachtenswerth ist der Fall 

n — t = t — i, d. h. n = 2t — i . 

Man schliesst hier, dass der Satz fttr die Gradzahl 2/ — i gilt, weil 
er fttr die Gradzahl t — i gilt und erweitert denselben in solcher Weise 
rasch von dem 4*^° Grad auf den 9**"°, den 19^*"*, den 39^" Grad u. s. w. 
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Die verschiedenen Systeiue der Contouren, auf welchen die Wurzeln 
nach dem hier gesagten sainmtlich liegen mtlissen, lassen sich, wenn es 
sich nicht. iim den Beweis fttr die Existenz der Gleichungswurzel handelt, 
ins Unendliche verraehren. 

Christiania, 15 Jan. 1886. 
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OBER die reductiblen algebraischen curven 

I 

VON 

M. NOETHER 

in ERLINOBN. 



FQr eine irreductihh algebraische ebene Curve 

\ 

F{s, z) = o, 

* von der Gesammtordnung n und dem Geschlecht jö, gibt es einige funda- 
mentale Schnittpunktsätze, Avolche sicli auf dns Verhalten dieser Curve 
zii iliroii adjungirten Curven j? — d. h. zu den Curven (n — 3)*" Ord- 
nung, welche jeden /-fachcn Punkt von F=o zum {i — i)-faclien Punkt 
haben — beziehen. Diese Sätze sind nichts anderes, als der geomctrische 
Ausdruck fttr daa Verhalten der zu jp' = o gehörigen algebraischen Func- 
tionen, insbesond^re bezOglich ihrer Constantenzahlen, also vor Allem der 
Zahl p der zugehörigen Integranden erster Gattung, deren Zahler jene 
Formen ^ bilden. Nach den rein algebraischen Beweisen, welche sich in 
der Abhandlung:- Vher die algebraischen Functionen tnid ihre Anwendting in 
der Geometrie von Herrn Bkill und mir ^ finden, ist die' Gttltigkeit dieser 
Sätze durch iro-end welche sinojuhlre Stellen von F = o in keiner Weise 
beschrilnkt, vielmehr an die einzige Bedingung gebunden, dass das Ge- 

• biide F = o irreduetibel sei. 

Lil^st man nun auch diese Bedingung fallen, so treten, wie ich im 
Fblgenden unter Zugrundelegung der eben bezeichneten Sfttze in Ab- 
schnitt I zoigen will, bei denselben nur einfache, ebenfalls fest béstiiiim- 
bare Modificationen ein. Man erhält so auf der einen Seite geometrisch 



* M atlieuiatisclie Aunalou, BJ. 7> '^73» 
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interessante verschiedenartige Erweiterungen der bisher festbegrftndeten 
Schnittpunktsatze, als deren einfachste (ibrigens der sogen. »CAYLEY^sche 
SatzD erscheint; andrerseite aber in der Zahl der adjungirten Formen (p 
ein Kriterhim fur die Irrednctihilität von F{s, z) = o, ein algebraisch 
wichtiges Ergebniss, auf welches bereits Herr Chi^tstoffel aufmerksam 
gemacht hat. ^ Man känn, wie in I, n° 7 geschehen ist, jene Zahl un- 
mittelbar ableiten; meine Un tersuch ungen gehen aber viel weiter, indem 
sle (n® 9 — 13) die ganze Structur des Systems linearer Glcichungen er- 
forschen, auf welche die Adjunctionsbedingungw der Formen jr ftihren. 
Die erweiterten Schnittpunktsätze verfolge ich in Abschnitt II ganz 
analog auch fttr redudible Baumcurvm. Der speciellste der sich hierbei 
ergebenden Sätze ist bereits von Herrn Valextixer mitgetheilt worden;* 
das allgemeinste Resultat dieser Betrachtung aber lässt sich dahin ans- 
sprechen, dass.ftir die Schnittpunktbeziehungen zwei Curven einer Flache 
nur dann und immer dann als specieller Fall einer irreductiblon Raum- 
eurve anzusehen sind, wonn sie sich in noch wenigstens einem Punkte trefFen. 



I. 

Ebene Chirveu. 

I. Ich nehme zunilchst an, dass die oreorebene Curve n*" Ordnuns: 

F = o 

in zwei Curven 

F^'' = o, . F^^> = o, 

bez. von den Ordnungen w, und t?^, wo n^ + n^ = w, zerfalle, welche 
sich in n^n^ ehifachen Punkten treffen. 

Die Curve F = o hat dann diese n^n^ Punkte zu gewöhnlichen Dop- 
pelpunkten; die zu /*^ == o adjungirten Curven fr„_3, von der (w — 3) 



ten 



* In seinem Aufsatze: Algébraischer Beweis des Satzes von der Anzahl der linear- 
unahhängigen Integrale erster Gaifung^ Annali di Matcmatica, Ser. III, t. IX, p. 95. 
^ Zur Theorie der Raumcurven, diescs Journal, Bd. 2, p. 199. 
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Ordimnij, iiitisseii also durcli diescu vollständi^en Scliiiitt von F^^^ und F^^^ 
einfach hindurchgchen, Avas bekaimtlich ^ zur Relation flihrt: 

In diescr Relation werden die jr„^_3 zu F^^^ adjungirte Curvcn jr, von der 
[n^ — 3)^®° Ordnung; die jr„^_8 zu F^'^^ adjungirte Curven jr, von der 
(»jj — 3)^''° Ordnung. Es folgt also aus (i): 

(A) dciss die zu F ad/ungirten Curven ip auch jede der heideti Theil- 
curven von F in denselben Punktgruppen schieiden, in welclieti dieselben von 
}len zu ihien sélbst (uljungirlen Curven (p getroffen iverdeti. 

Ferner ergibt sich die Zahl der noeli willkftrlichen Parameter von 
jr„_3 aus (i). Es niögen die vielfachen Punkte von F^^^ noeh 0, Con« 
stanten von jr^,_3, die von F^^^^ noch d.^ Constanten von jr„.^_3 absorbiren; 
80 bleiben in jr„_3 noch 



2 



li^h — OK — 2) — o, + ^(n, — i)(n, — 2) — J 

= I ('^ — 0(^* — 2) — å, — ^, — {n^n,^ — i) 

Constanten, d. h.i 

(B) fur die zu F adjungirten Curven jr stellt die Forderung^ durck die- 
jenigen n^n^ Doppelpunkte von F zu gehen, wclclie die einfächen Schnittpunkte 
der heiden Theilcurven von F sindy nur n^n^ — i linear-unabhangige Be- 
dingungen vor. 

Man känn noch hinzufögen: 

(C) dass irgend eine der n^n^ Bedingungen fur die ip eine Uneare 
Fohje der n^n,^ — i ubrigen Bedingungen wird. 

Denn die Curven f%_3, Avelche durch w^w.^ — i der n^n,^ Punkte 
gelegt werden, schneiden F^^^ = o in einer Gruppenschaar, unter welchen 
Gruppen sich nach (i) auch jedenfalls eine solche befindet, die aus dem 
letztcn der n^n^ Punkte, a, und aus einer von einer jr„^_3 ausgeschnittenen 
Gruppe besteht Diese specielle, a enthaltende Gruppe känn aus F^^^ = o 
auch durch eine zu F^^^ adjungirte Curve (w^ — 2)^" Ordnung ausge- 
schnitten werden, beatehend aus jener jr„^_3 und einer beliebigen Geraden 

' Vgl. ctwa mcinc Noto tJher einen Satz aus der Theorie der algehraischen Func 
iioucu in M athcDiutischcu Aonaleu, Bd. 6. 
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durch a, welche F^^^ noch in a^j a.2, ..., a„^_i treffen inöge. Nach dem 
bekanntcn DRestsatze)) ^ wird daher die gaiizc obige Gruppenschaar von den 
zu F^^^ adjungirten durch r/i, ..., a„,_i gehenden Curven (Wj — 2)*" 
Ordnung ausgeschnitten. Da diese aber alle die Gcrade durch rtj, ..., «„,_i, 
welche auch durch a geht, zur Theilcurve haben, ist a in ullen Gruppen 
der Schaar enthalten, wie zu bewiesen war. 

Der Satz (C) ist nichts weiter; als ein specieller Fall des sogenann- 
ten )>CAYLKY'schen Schnittpunktsatzes» frtr die durch die n^n^ Punkte ge- 
henden Curven r^'''' Ordnung, nämlich fttr r = n^ + w.^ — 3; also geradc 
der einzige ausnahmslos gftltige Fall dieses Satzes.^ ^ 

2. Die Annahme von n^ i sei nun dahin erweitert, dass die Schnitt- 
punkte der beiden Theilcurven w/*"' und Wj**"' Ordnung, F^^^ und F^'^\ 
aus denen die gegebene Curvc fi^'^' Ordnung, F, besteht, auch vielfavhe 
Punkte der Theilcurven sein können, ohne dass jedoch F vielfacJie Curven 
als Theilcurven enthielte; dass nämlich ein solcher Schnittpunkt, der otj- 
facher Punkt von F^*^ ist, zugleich a^-facher Punkt von F^'^^ sei, wo also 

Avird. 

• • 

Da die Curve F einen solchen Punkt daim zum {ol^ + a3)-fachen 
Punkt hat, werden die zu F adjungirten Curven denselben zum (a^ +«a — O" 
fachen Punkt haben niHssen. Nach dem oben citirten Satze aus Mathe- 
matischen Annalen, Bd. 6, besteht dabei die Kelation (1) fiir die zu 
F adjungirten <p,^_^ noch immer, und es werden die fr„,_3 und fr«^._8 ^cu 
Curven, welche auch jenen Schnittpunkt zum (ctj — i)-, bez. zum (a^ — i)- 
fachen Punkt besifzen, also zu F^^\ bez. zu F^^^^ adjungirte Curven jr. 
D. h. 

(A') der Satz (A), if i, (/Ut auch hier, 

Wenn ferner die ausserlmlb der Schnittpunkte von F^^^ mit F^'^^ 
liegenden vielfachen Punkte von F^^^ noch d^ Constanten von jr^^.g, die 



' Vgl. die io der Kiulcitung citirtc AbbaDdluDg, Mathem atLschc Ad na) cd, Bd. 
7, p. 271 etc. 

* Vgl. fiir deo allgemeiDeren Satz und dcssen Beweis: Bacharach, Vher den Cayley*- 
schen Schnittpunktsatz, Mathcmatische AunaleD; Bd. 26. 



tFber dic reductiblcn algcbraischcD Curvon. 1(55 

von i^^^ noch d^ Constanteii von ^n^-s absorbiren, bleibcn in jr,_3 hier 
noch, wenn zugleich F^^^ und F^^^ inred uctibel sind: 

! (w, — i)(n, _ 2) — 2 ^ (a, — i)«i — «\ 

+ ^ («a — OK — 2) — r ^(a, — iK — "\ 

= 1(« _ i)(n _ 2) — r?, — «\ — r 5(«, + a, — i)(ai +«»)+! 

willkurlichc Constanten; d. h. 

(B') (Ue S~(^i + ^'2 — 0(^1 + ^2) ^i^^^<if'^^ Bedingungsghiclmngen^ 

welche aussagen, dass die Curven jr„_3 in den Schnittpunkten der heiden 
irreduclihJen Curven F^^^ und F^'^^ sicli wie za F luljungirte Curven verludtefi, 
stellen fur die Coefficienten der <p^_.^ genau 

r-(«i + a, — o(«i + O— 1 

linear-unabliängige Bedingungen vor. 

Dagegen gilt hier nielit niehr, dass irgend eine dieser Bedingungs- 
gleieh ungen Folge der ubrigen wird; wie in n° 3 untersueht werden wird. 

Der Satz (B') soll noch änders ausgesprochen Averden. Sei das 
Geschleeht von F^^^ und 7^^^^ bez. mit j;, und j)^ bezeichnet, so ist 

Pi = ; {'h — 0(^'i — 2) — f7, — r ;«!(«! — O 

P2 = I K — OK — 2) — ö\ --- 5: 1 «.,(«-i — 0. 

wo, nach dem Satze iiber die Anzahl der zu irreduetiblen Curven ad- 
jungirten Curven jr, 6?j, bez. e?^, auch die Anzahl der ausserhalb der 
Schnittpunkte von F^^^ mit F^?^ liegenden Doppelpunkte von F^^\ bez. F^'\ 
bedeutet. Definirt nian jetzt das Geschleeht p der reductiblen Curve F aus 
der Ordnung und den Zahlen fttr die vielfachen Punkte von F mittels 
der Formel 

P='l(n- i)(«_2)-(<?, +o\)-J:-M +«,)(«, +«,-!), 



166 31. Noethcr. 

SO wird die Anzahl der zu F adjungirten Unear-unahhänyigen Curven jr„ .3 zu 

3. Indeiii ich dieselbc Annalune, wie in n® 2, iioch cinimil inaelie, 
gclie ist zunadist zu einer anderen Erwcitcruiig von n® i uber. 

Ich betrachtc hier nicht sogleicli die zu F adjungirten Curven, 
sondern diejenigcn Curven ip^_.^ von der {n — 2))^'^^ Ordnung, welclie nur 
die zur Existenz einer Relation 



(2) 



• 

— wo die ip„^._^ und (p„^_^ ganze Functionen der Coordinaten werden — 
nothwendlgen und hinreichenden Eigenschaften besltzen. Diese Eigenseliaften 
bcziehen sich, nach dem allgemeinen Satze, Avelchen ich in der oben ci- 
tirten Note, Matheinatische Annalen, Bd. 6, aufgestellt habe, allein 
auf das Verhalten der Curven ^„_8 in den Schnittpunkten von F^'^^ mit 
2*'^'^^; und zwar liefert dieser Satz im Ganzen 

Säj Of j = n^n^ 

lineare Bedingungsgleichungen fttr die Coefticienten von ^'„_8, also genau 
ebensoviele, als ob die Schnittpunkte von F^^^ und F^^^ lauter getrennte 
einfache wären. 

Diese Bedingungsgleichungen sind also nur ein Theil der in 11° 2, 
(B') genannten, und zwar treten in jener Nummer noch 

5:^ai(ai — O + 5:^a3(a2 — O 

Gleichungen hinzu, welche nur aussagen, dass die Curve ^„,_3 in einem 
Schnittpunkt von F^^\ F^'^\ der aj-facher Punkt von F^^^ ist, weiter einen 
(a, — i)-fachen Punkt erhalten soll, ujid das Analoge f(*ir ^,,^3. 

Fttr die Anzahl der in <p„_^ nach (2) noch willkttrlich bleibenden 
Constanten gilt aber genau die Betrachtung von n° i, welche zu (B) 
fllihrte; d. h. 

(B") die Sa^a.^ = n^n^ liedingungsgleichungen, welche aussagen/ dass fur 
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die Curven <f\_^ die Relation (2) hestehtj stdlen fur die Coefficienten der 



^1^ 



Unear-unahMngige Bedingtmgen vor. 

Der Satz (C) känn dagogen hier natftrlich nicht mohr ohne Modi- 
fication erweitert werden. Da aber (C) bei getrennter Lage der Schnitt- 
punkte ausnahmslos gilt, so hat man nur n° 3 als Grenzfall von n® i 
aufzufassen, um die cintretende Modifieation sogleich zu erkennen. Wenn 
namlich aja.^ Schnittpunkte von F^^\. F'^^ in einen Punkt P zusaminen- 
rticken, so erhalt man fllr ^„_3 hiervon herröhrend aja^ Bedingungon, 
welchc sich auf die Coefficienten der Gliedor 0^*^% 1% ...,/>*" Dimension 
von ^^„_g in P vertheilen; und die letzte der so geordneten ol^ol^ liedlngungen 
wird immer eine lineare Folge der n^n^ — i uhrigen Bedingungen. 

Der Vergleieh der Sätze (B') und (B") ergibt daher, dass die eive in 
(B') angegebene Beziehung zwischen den dortigen Bedingungsgleichungen 

nur zwischen dem Theil von SajCt^ Grleichungen auftritt, der auch in (B") 
eingeht; wahrend die abrigen -Z^a^{a^ — O "I" 2 ^0^2(^2 — O Gleichungen 

in (B') soAVphl unter sich, als von den genannten SotjÄj Gleichungen li- 
near-unabhanglg sind. 

4. Wie in n° 3 der erste Fall des CAYLEY^schen Satzes, r = n^ +^5 — 3> 
(vgl. den Schluss von n° i) auf Curven F^^\ F^^^ mit Schnittpunkten von 
vielfacher Multiplicitat erweitert ist, so känn man auch fttr die Curven 
der Ordnung r = w^ -{- n^ — 2 — ä, ^,,^.„^_2_a, ttberhaupt nach der oben 
citirten Note, Mathematische Annalen, Bd. 6, den Satz aussprechen: 

Fur die Curven {n^ + n^ — 2 — ä)'"" Ordnung liefert die Fordening^ 
in der Form 

' darstellbar zu sein, bei heUehiger MulfiplicJUit der Schnilfpunlie ron F^^^ und 
F^^\ n^n^ Bedingungsgleichungen, von denen aber fur 

o <k <n^ < n^ 
mir 

von einander linear-unabhängig sind. 
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Da aber schon bei einfachen Schnittpunkten nicht mehr irgend welche 
-//(A -f- O der n^n^ Gleichungen Folge der tibrigen zu sein brauchen,* 

so wird dies auch hier im Allgeineinen nicht eintreten; es ergibt sich das 
Verhalten nur Avieder als Grenzfall des einfachen Falles. 

In rf 3 Tind n*' 4 waren die Theilcurven F^^^ und F^^^ nicht als 
irreductibel vorausgesetzt. Sollen die Curven {n^ -\- n^ — 2 — A)**"" Ord- 
nung auch noch die Aveitere Eigenschaft haben, znr Curve F^^\ F^^^ ad- 
jungirt zu sein, so existirt fftr A > i kein immer gQltiger Satz mehr, 
Avelcher als Erweiterung von n° 2 (B') zu betrachten wäre. 

5. In dem Satz (B') von n® 2 war vorausgesetzt, dass die Theil- 
curven F^^^ und F^^^ der Curve F irreductibel seien. Wenn man also 
die Curve F^'*^ ersetzt durch zwei Curven F^% F^^ von den Ordnungen 
Wj, Wg, so gibt (B') zunachst nur, dass zwischen den Bedingungsglei- 
chungen (B'), die sich auf den Schnitt von F^'^ mit der Curve {F^^^F^'') 
beziehen, mindestens eine Relation besteht. Man 'känn aber jetzt die 
Forderung der n° 2 dahin crweitern, dass die Curven ^„_^ in allén ge- 
genseitigen Schnittpunkten der drei Curven F^^\ F^'^\ F^^^ sich zu 

adjungirt verhalten sollen. 

Man hat hier nach n° 2: 

wo die fr„^+„^_3 zunächst nur in den Schnittpunkten von (F'^^JP^^^) mit 
F^^^ zu (F^^^F^^^) adjungirt waren. Sollen nun die jr„_3 auch im Schnitt 
von F^^^ mit F^^^ zu F adjungirt werden, so ttbertrrigt sic^i diese For- 
derung auf die f%,+«,_.v ' 

Hier sind zwei FlUle zu unterscheiden. Wenn orstens gar kein wei- 
terer Schnittpunkt von F^^^ mit F^^^ ausserhalb der schon betrachteten 
Schnittpunkte von F^^^ mit (F^^^jP^*^) liegen sollto, so entsteht auch keine 
weitere Bedingungsgleichung för die fr„..-).„3_3. Wenn zweitens solche 
weiteren Schnittpunkte oxistiren, so liefert dies eine Anzahl weiterer Be- 
dingungsgleichungon fttr die jr„,+ „,-a, von denen nach n° 2 und n° 3 wieder 



* Die genaue BestimniuDg fiodet sich in der öbon cit. Abhandlung von H. Bacfiarach. 
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wenigstens cmc eine lineare Folge ailer fftr die f?„3+»3_8 gegebenen tibrigen 
Bedingungsgleichungen wird. 

Naoh Erfttllung dieser Bedingungsgleichungen schreibt sieh ninij da 
fQr f«^+;,,_3 in Bezug auf F^*^ und F^^^ die Form gilt 

jr„_8 in der Form: 

wo die jr„,_3 nur die Bedingung zu erfollen haben, zu F^'^ adjungirt Zu 
sein. Waren also F''^\ F^^\ F^^^ irreducHbh Curven, so bleiben in jr„_3 
noch 

^K — 0(^1 — 2) + ^(n, — !)(/;., — 2) + i(i?3 — 'i)K — 2) 

— J^«i(«i — O— ^5:a,(a, — i) — iZa3(a3 — i) 

= \{n~ i)(n -^ 2) — I Z(a, +a, + agXa^ + a^ + a^ — i) + 2 

willkftrliche Constanten. Dabei béziehen sieh die Suinmen auf alle Punkte 
der Curven F^'^\ F^^\ F^^\ die fOr diesel ben zugleioh bez. cti-, a^-, a^- 
fach sind, wo aber dne öder zwei der Zahlen a auch = o sein können; 
wo also: 

D. h. 

(B'") Die - Z(aj '+ a^ + a3)(ai + »j + »3 — O Bedingungsgleichm' 

gen fur die (pn-%^ welche atissagen, dass diese Curven zu der ans drei irreduc- 
tihlen Curven hestehenden Curve F adjungirt seien^ stéllen genati 

- T{a, + a, + aJCai + a, + »3 — i) — 2 

Hnear-toiabhängige Bedingungen fur die jr„_3 vor. 

Da somit nur zwei der Gleichungen lineare Folge der fibrigen werden, 
so bestimmen sieh auch die oben unterschiedenen beiden Fillle genauer: 

(C") Bie Forderung fur die ^n-zf i^ ^^^ Schnittpunkten von F^^^ mit 

Aeta mathematira. 8. Imprimé le 17 Avril 1880. 22 
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(i.^(2)/A«)) sich zu F = (/^0)2.-(2)/.-(3)j adjungirt zu verhalten, Uefert ein System 
von GleichmigetK zwisclien welchefij tvenn F^^\ F^'^\ F^^^ irreductibel sindy eine 
öder zwei lineare Relationen hestehenj je nackdem die Curven F^^^ nnd F^^^ 
sich ausserhalb des Schnittes von F^^^ mit (^F^^^F^^^) noch weiter schneiden 
öder nicht Im ersteren Fdlle hesteht zwischen diesen Gleichungen und den 
Gleiclmngeny wélclie aussagetiy dass jr„_8 auch in dem weiteren Schnitt von 
F^^^ mit F^^^ zu F adjungirt sei, noch eine weitere Relation. 

Waren F^^\ .F^'\ F^^^ nicht alle irreductibel, so könnten mehr als 
zwei Relationen zwischen den Bedingungsgleich ungen entstehen. 

Definirt man wieder das Geschlecht von F durch 

p = l{n— i)(n — 2) — ^ Z(a, + a, + a,){a, + «, + a^ — i) 

so wird, wenn mit p^j p^, p^ das Geschlecht bez. der irrednctiblen Curven 

F^'\ F^% F<'> bezeichnet wird: 

P=Pi+P2+ Pz — 2. 

6. Ich werde jetzt auch n^ 3 auf 3 Curven F^^\ F^^\ F^^^ der 
Ordnungen w^, w^, Wg, erweitern, um zu zeigen, dass die in n® 5 auf- 
gefundenen beiden Relationen auch schon zwischen einem gewissen Theil 
der Gleichungen von n° 5 bestehen; wodurch sich ftbrigens .nochmals 
ein Beweis der Satze von n° 5 ergibt. Hierbei können F^^\ F^^\ F^^^ 
zunRchst auch reductibel sein. 

Wenn man den Curven {n — 2)^' Ordnung, ^„_8, nur die Bedingung 
auferlegen will,* in der Form 

darstellbar zu sein,' wo die ^V-3 beliebige ganze Functionen (w, — 3)**^ 
Dimension sein dörfcn, so hat man ^„_g zunächst in die Form zu setzen 

was nach n° 3 im Ganzen n^(n^ + n^) Bedingungsgleichungen liefert, 
zwischen Avelchen genau eine lineare Relation besteht. Sodann hat man 
nooh jf^..^.;^^_3 in die Form zu setzen: 
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was imch ii° 3 wicdcrum n^7i^ Gleichuugen mit einer liriearcn Relation 
liefert. 

Uiii nun von hier den Ubergang auf die Forderung von n° 5 zu 
niachen, hat man den Curven ^«,_8 nur noch die weitercn Bedingungen 
aufzuerlegen, bez. zu F^^^ adjungirt zu sein, Dies letztere ffthrt abcr, 
sobald F^^\ F^^\ F^^^ irreduotibel sind, zu ebensovielen linear-unabhängigen 
Bedingungen, als Bedingungsgleichungen; wodurch der Satz (B'") von 
n® 5 von Neuem bewiesen ist. Aber während in dieser Nummer die 
beiden aiigefCihrt^n Schritte zu je ehier Relation fQliren, wird, wenn die 
Schnittpunkte von F^^^ und F^^^ alle in die Schnittpunkte von F^^^ mit 
(2^(2)2^(8)^ hineinfallen, der zweite Schritt von n® 6 durch die in n° 5 ver- 
langte Bedingung, dass die ^„^4„,_3 in diescn letzteren Punkten zu F ad- 
jungirt seien, ersetzt. Dies gibt den Satz (C'"). 

7. Den Satz (B'") von n° 5 känn man unmittelbar auf den Fall 
ausdehnen, dass die gegebene Curve n^" Ordnung, JP, in s irreductihle 
Curven 

J. y J. , , , , y L y 

bez. der Ordnungen /?i, w.^, ..., w^, zerfallt. 

Die Ordnungen der Vielfachheit desselben Punktes för die ver- 
sehiedenen Curven F^^ bezeichne ich bez, mit aj, a^, . . . , a/, wobei aucli 
irgend welehe dieser Zahlen = o sein können. Die Summenzeichen in 
den nachfolgenden Formeln beziehen sich auf alle Punkte von F^^\ ..., F*\ 
so dass 

Die Curven {n — s)^^"* Ordnung, welehe zu 

F = {F^'^F^'^ . . . F^'^) 

adjungirt sind, also jeden Punkt, der a^-facher Pu!)kt von F^*^ ist 
(i = I, 2, . . . , 5), zum («! + a-i + . . . + a, — i)-fachen Punkt haben, 
lassen sich in die Form setzen: 

_ F F F 

(3) ?""-3 = f^«|-3 • Tf + r«.,-3 • 77 + • • • + f^«,-3 • TT > 
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wo f „,_3 eine zu F^^^ adjungirte Curve (m^ — 3)^' Ordnung vorstcllt. 
Denii sic siiid zunächst von der Form 

^ 1 

wo f„,_j zu F„ jf^+...+„._s zu p =(FjFi,...F.) adjungirt sind; die letz- 



*\ 



tcren wieder von . der Form 









etc. etc. 

Nun existiren in (3) noch 



^K — OK — 2) — ; 2:ctj(a, — o + ; K— OK— 2) — ^ Sa, (a, — i) 



+ 



+ I K — OK — 2) — ^ ra,(a* — O 

= ^('*— 0(** — 2)— ^r(ai + «,+ ... + «,)(«, + a, + ...+ a,— i) + 5— i 

willktlrliche Constanten; d. h. 
(B^^') die 

A; = - Z(ai + »2 + • • • + «,)(«! + »2 + • • • + a* — O 

Bedingungsyleichungen fur die fr,,_8, welche aussagetiy dass diese Curven zu 

der aus s irreductiblen Curven bestehenden Curve F adjungirt seien^ stellen 

genan 

k — s + i 

linear-unahMngige Bedingungen fur die f^_3 vor. 

Öder es wird, wenn man die Geschlechtszahkn von F^ F^*^ durch 

2> =^(^^— 0(^^—2)— A-, 

Pi =\ K— OK— 2) — ^ Ta.K — O 
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definirt, die Zahl der zu F adjungirten lincar-unabhängigcn Curvcn 
{n — 3)^' Ordnung ^ 

= i>i + 1^? + • • • + ft = i> + « — I- 

Wttrden F^^^j . . . , F^'^ nicht an die Bedingung der Irreductibilitat 
gebunden, so könnte die Zahl der unabhängigen Bedingungen ftir fp»,_8, 

zu F^'^ adjungirt zu sein, eine kleinere werden, als - 2a<(a< — i), also 

könnten die k Gleichungen von (B^^). dann auch weniger als k — 5 + i 
linear-unabhängigc vorstellen. 

8. Der Satz von n® 7, in welchem nur vorausgesetzt ist, dass F 
keinen mehrfachen Factor hat, känn als ein Kriterium der' Irreductibilitat fUr 
die gegebene Curve F dienen. Denn aus der gegebenen Gleichung jP=o 
känn man durch nur rationale Operationen sowohl die oben definirte 
Zahl jp, als dic Zahl p + s — i der zu F adjungirten Curven ff^_^ 
finden; ^ also auch $. Den Fall mit mehrfachen Factorcn känn man aber 
auf den hier vorausgesetzten einfach zurftckfQhren. 

9. Der ^BiKMANN-Rocifsche Satzi> fttr eine irreductible Curve Fy von 
der Ordnung n und Geschlecht p — nach welchem eine auf F liegende 
lineare Schaar von Gruppen von je Q Punkten eine Mannigfaltigkeit 
g = Q — p + r + I hat, wenn r + i linear-unabhängige zu F adjungirte 
Curven {n — 3)*°' Ordnung durch jede Gruppe der Schaar gehen (auch för 
r = — I galtig) — lässt sich auch auf die reductible Curve F= {F^^\..F^'^) 
von n'' 7 erweitern. 

Jede der oo''"^'"^ zu F adjungirten Curven f^„_3 schneidet dic Curve 
F = o, wenn man von den unendlich viele Punkte, nämlich Theilcurven 
von F, enthaltenden Gruppen absieht, in einem System von s Theiigruppen 
von je 2p^ — 2 Punkten, also in einem System von 

^{Pl— O +2(1)2— o + ••• + 2{p,— l) = 2p—2 

Punkten. Aber die ganze Schaar dieser Gruppensystcme crhält man, 
indem man aus jeder der s linearen co^^^^^^-Theilschaaren je eine Gruppe 



' Diesen Satz hat H. Christoffel in der in der Einlcitung citirten Arbeit cntwickelt. 
Siehe meine Abhandluog: Rationale Ausfiihrung der Operafioven in der Theorie 
der algehraiscMn Functionen, Mathematische Annaleo, Bd. 23. 
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iiiiuint; (lie Syöteiiischaar selbst ist also nicht linear und hat tiur dic 
Mannigfaltigkeit 

{pi ~ O + 0^^ — O + • • • + (a — i) = i; — i. 

Es niöge eine zu F adjuiigirtc jr„_3 die Curven F^^\ . . . , F^*^ in 
Punktgruppen von bez. 2p^ — 2, . . . , 2jp, — 2 Punkten trcftcn, wclchc 
nian alle in je zwei Theile, von bez. 

^1 und i?i, . . . , Q, und jB, 

Punkten getheilt liabc; 00 dass 

Q, + B, -- 2p, — 2. 

Die Gesainnitheit der Curven f«_8, an Zahl 00*, welchc durch 
iJi, Äj, ..., iJ, gelcgt wcrden, mogen ferner F^^^ in einer co^'-Schaar 
von Gruppen von je Q^ Punkten treffen; die Curven ^^^i, an Zahl cx)*", 
welche durch ^1, Q.^j .,., Q, gcilegt werden, ebenso JP^'* in einer co'^*- 
Schaar von Gruppen von je Bi Punkten treffen. Aber die Curven •^„_3 
treffen, nach Gleichung (3), die Theilcurve F^'^ so wie die zu F^'^ ad- 
jungirten Curven f^„,_8; daher gibt der genannte lliEMANN-RocH^sche Satz 
fnr die F''^x 

<Ii= Qi—Pi + ri+ \j 

öder 

Ferner sind nach (3): 

!/ + I = (?i + O + (?i + O + • • • + (y- + o, 

r+ i ={r,+ i) + (r, + i) + . . . + (r, + i); 
soniit, indem man 

(>! + Ö2 + ... + <;?, = ö, 

Ml + B2 -|- . . • -|- -R, = 2J 
also 
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66TZLt 

Q~R=2{q-r) 

q= Q — p + r-\- i. 

Dles ist genan die Fornr^ welche der RiEMANN-RocH'sche Satz auch 
fQr s = I hat; nur beziehen sicli hier q und r auf die adjungirten Ciirven 
f^»-8> nicht auf die Mannigfaltigkeit der von denselben ausgcschnittenen 
Punktsysteme* Diese Mannigfaltigkeit ergibt sich, wenn nur die aus einer 
encUklien Zahl von Punkten bestehenden Systeme beachtet werden sollen, 

bez, zu 

. q^-s + \ = q\ v — 6 -f I = r', 

und auch dafQr gilt: 

I o. Um die gegenseitige Abhftngigkeit der k linearen Gleichungeu 
von (B^^), n° 7, vollstftndiger zu erforgchen, mogen nun auch die Be- 
trachtungen von n® 3 und n° 6 auf eine aus s Curven 

F''\ F^'\ ..., F<'>, 

welche auch reductibel sein dttrfen, bestehende Curve F ausgedehnt werden. 
Sollen die Curven j^'„_3, von der (le — 3)**' Ordnung, die Form an* 
nehmen: 

so hat man nur die Bedingungen aufzustellen, dass der Reihe nåch die 
Gleichungen stattfinden: 



Diese s — i Schritto fohren der Reihe nach zii 



v 



l0'2 + ^':i + . . • + ^',)» ^'-2 (''3 + ^?4 + • - + ^^), . * M ^?.-lW, 



1?Ö M. Moethcr. 

Bedingungsgleichungen; und zwischen den Gleichungen y^rfes dieser 5 — 1 
Systeme herrscht imnier eive Relation. Nach n° 3 sind ferner, wenn 
man in einem System die auf einen héliehtgen Schnittpunkt bezttglichen 
Gleichungen weglasst, die öbrigbleibenden Gleichungen des Systems. linenr- 
unabhangig. 

Die s — I Relationen in (B^^'), n^ 7, treten also schoti bei den hier 

ftngegebenen Sw<w^ {k > t) Gleichungen auf; und zwar je eine in jedem 
der s — I Systeme. Die in (B^^ noch hinzutretenden Gleichungen, welche 
aussagen, dass die ^„._8 bez. zu F^^ adjungirt seien, fohren bei irreduc- 
tiblen F^'^ keine neuen Relationen zwischen allén Gleichungen ein. Aber 
die zu einer Reihe von Systemen hinzugesetzten Adjunctionsbedingungen 
können bewirken, dass die Gleichungen eines folgenden Systems schon 
identisch befriedigt sind; dann nänilich, wenn dieses folgende System sich 
nur auf Schnittpunkte bezieht, welche in die Schnittpunkte der vorher- 
gehetiden Systeme hineinfallqn. 

Man schliesst hieraus: zwischen denjenigen Gleichungen von (B*^, n® 7, 
welche aussagen, dass die ^„_8 in den Schnittptmhén [S) von 

F<^> mit (F^«>F<»> . ; . F^% 

F<»> mit (F<»>F<^> ... F<'>), 



F^'^> mit (F<*+i)F<'^+2) . . . F')) 

zu F adjungirt sein solleriy finden ä + « lineare Relationen stattj wenn es 
unter den s^^h — ^ i weiterm Schnittpunktsystemen von 

F^^+^> mit (F^+^>...F('>), 

F<*+^> mit (F<'*^«^..2^'>), 



F<'-^> mit F^'> 

a Systeme gibtj deren Schnittpunkte alle in die Punkte (S) hineinfallen. 

II. Die im Vorhergehenden ermittelte Gruppirung wird noch etwa6 
tibersichtlicKer, wenn man sich eines einfachen Satzes bedient, den m.an 
der Analysis situ^ zurechnon känn. 
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Ich fQhre die DefinUioff em: Theilt man ein System I von Curven 
in zwei Systeme I^ und Fj so soll 2' nicht zerfallend hezuglich S^ ge- 
nannt werden, wenn I^ sich nicht selbst wieder in zwei derartige Systeme 
2i und 2^ zerlegen lasst, dass alle Schnittpunkte von 2'J mit 25 in 
die von Iq mit 2^ == {^i^^ hineinfallen. Existiren aber solche zwei 
Systeme 2^i und 22, so soll 2^ als bezUglich 2^ zerfallend^ 21 als un- 
zusammenMngend mit 2^ bez. 2o bezeichnet werden. 

Man hat dann den Satz: 

Ein System 2 bestehe aus t Curven, welche man in beliebiger 
Weise in eine Reihenfolge 

gebracht hat. Wenn man nun alle diejenigen. Systeme nimmt, in welche 
(C^Cj . . . C,) bez. Cj zerfällt (so dass also diese Systeme unter einander 
bezöglich C^ unzusammenhängend sind, jedes för sich aber bez. C^ nicht 
mehr zerfällt); sodann alle von den schon erhaltenen verschiedenen Sy- 
steme, in welche {C^C^...C) bez. (CiC^) zerfällt; sodann alle von den 
vorhcr schon gezählten verschiedenen Systeme, in welche {C^C^ , , .C) 
bez. {CiC\Ci) zerfällt; etc; so erhält man im Ganzen immergenaul5 — i 
von einander verschiedene Systeme aus 2', öder besser t solche, wenn 
man 2 selbst mitzahlt. 

Zum Beweise braucht man nur zu bemerken, dass diese letzteren 
Systeme bestehen: 

i) aus dem einen System 2; 

2) aus denjenigen Systemen, in welche {C2C^ . . . Cf) direkt zerfällt 
und denen, welche aus {C2C^...C) durch successive Wegnahme von 
C2, Cg, ..., C,_i nach dem im Satze angegebenen Processe erhalten werden, 
wenn man die auf C, fallenden Schnittpunkte der Curven C2, ..., C^ als 
gar nicht vorhanden betrachtet. 

Diese Systeme 2) bestehen nun wieder: 

i') aus einem der^ysteme, in die {C^C^ . . . C\) in 2) direkt zerficl; 
tiRmlich dem, in welchem 62 vorkommt; 

2') aus den Systemen, in welche (C3C4 . . . C,) direkt zerfällt und 
don Systemen, welche aus {C\C^ . , . C,) durch successive Wegnahme von 
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C\^ C\, ..., C,_i erhalten werden, wenn irtan hier die auf C\ und C, 
fallenden Schnittpuiikte der Curven 6«, C^, ..., 0) ganz ausser Acht Iflsst. 
Dio Fortsetzuiig diesos Schlusses auf 2') etc. liefert also unmittelbar 
den Satz. Man sieht sogar, dass man aus 2' auf die im Satzc angegebene 
Weise iinmer t vcrschiedene Systeme erhlllt, wenn man in 2! =^ {GiC\...Cf) 
irgend einen in festangenommenen Punkten befindlichen Theil der Schnitt- 
punkte von C\, 6\, . .. , C^, z. B. alle auf einer gegebenen Curve Cq be- 
findlichen, als nicht vorhanden ansieht; nur muss die Definition des i^Zer- 
fallens» dementsprechend gegeben und es mQssen die verschiedenen Sy- 
steme, in die dann 2' direkt zerfallen könute, mitgezRhlt Averden. 

12. Mit der Definition von n*' 11 spridit sich der Satz von n° 10 
so aus: 

Zwischen den Gleichnngen, welche aussageny dass die jr„„3 in deii ge- 
genseUigen Schnitlpunkten der Curven des Sgsfems 

und in den Schnitfprnthien dieses Systems mit den Curven des Sgstems 

zii F adjungirt seln sollen, flnden h — 1 + i^ lineare Relationen statt, tvenn 
das zweite Sf/stem heznglich des er st en in ^ {gegenseitig Hnznsammenh(mgende\ 
fiir sich aher nicht mehr zerfaUendé) Systeme zerfidlt, 

13. Dieser Satz Ulsst nun nach n° 7, n° 10 und n** 11 oine Rrwei- 
terung zu. 

Nach n° 10 leitet man, wenn man in 



erst die Eintheilung 



v _ (//(')7r(2) ^ . . 7.-u))^ 



vornimmt, aus 2^ in Bezug auf 2j noch s — h verschiedene Systeme, 
und aus I^ in Bezug auf 2^ noch // vcrschiedene Systeme ab. Ferner 
hat man auch, um die Gleichung fOr die ^„_3 in if 10 herzustellen, 
zucrst eiiie Rcihe von Gleichungen mit einer Relation, damit é^^^ von 



der Form wird: 



V n- n — ^ ith.\\ ... t w, — :i • ' ' ' * 1 T V "! + ••. I w* — 3 • -' ... i , 
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sodanu wieder eine Heihe von Gleichungen mit einer Relation, danait wird: 

etc. Niinnit man noch die Gleichungen fftr die Adjnnction der fp„_3 
hinzu, so ergibt sich o^enau wie in n*' lo und n° 12 der allgemeinere Satz: 
Zwischen dem Theil der Gleklmngen von (B^^), n"^ 7, welcher anssagt, 
dass die j^„_3 in den SchnittpunJcten der Curven des Sf/stems 

mit den Curven des St/stems ' 

zu F adjungirt sein sollen, fmden I + /i — i Uneare JRdationen statt, ivenn 
1\ heziiglich 1\ direkt in I und zugleich 2\ hezSglich 1^ direkt in /i Sg- 
steme zerfäUt. 

14. Verniöge n° 4 känn der erste Theil von n° 10 auch auf die 
Curven ^„_2_/,, von einer Ordnung n — 2 — h<n — 3, erweitert werden: 

SoUeii die Curven (n — 2 -- A)'"' Ordnung, é^_.2-uy ^^^^ Form annehmen: 

■ 

__ F F F 

SO erhdlt man hierfur hei hdiehiger MuUiplicitiU der Scknittpunkle der Curven 
F^^\ F^'^\ . . . , F^'^ wie in ff lo s — i Sgstcme von bez. 

Wi(w., + . . . + n,), n,,{n^ + • • • + '^0^ - - j '^-i*^ 
Gleichungen, und in jedem dieser Sgsteme herrschen, ftir 

o < h < W| < n,, <'-' < ^h 

noch je -h{h -{- i) lineare Relationen. Auch giht es noch andere Einthei- 

lungen der Gleichungen in Sgsteme mit Je ~h{h'\- i) Relationen; immer aher 
erhålt man im Ganzen ^Uinf. Gleichungen mit 

iÄ(Ä+iX.-.) 

linearen Relationen. 
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Fur h > n^ känn man analoge Sätz€y mit modificirter Anzahl der Be- 
lationeny aussprechen. 

Auf adjungirte Curvcn (n — 2 — hy""^ Ordnung, A>i, ist dieser 
Satz nicht allgeinein zu erweitern. 



IL 

Raiimc arven. 

15. För eine irreductible Raumcurve JR^^, von der Ordnung n^ und 
dem Geschlecht j)j, welche iramer ohne wirkliche vielfache Punkte ge- 
dacht sei, erhält man eine lineare Vollschaar von Punktgruppen bekannt- 
lich ' auf folgende Weise: 

Man lege durch R„^ zwei Flachcn /i*®' und v*^' Ordnung, F,^ und F^j 
welche sich noch in einer einfachen Restcurvc R„^, von der n,^*" Ordnung, 

wo 

Wj + n.^ =/iv, 

schneiden mogen; die durch R„^ gehenden Fläcken heissen dann y)ZU R„^ 
adjungirh, Die zu R„^ adjungirten Flächen einer Ordnung p schneiden 
aus R„^ VoUschaaren aus; um also auf R„^ die ganze zu einer Gruppe 
Gq von Q Punkten corresiduale lineare Schaar von Gruppen von je Q 
Punkten zu erhalten, hat man nur eine zu R„^ adjungirte Fläche yo*®' 
Ordnung durch Gq zu legen, deren Restschnitt Gq' auf R„^ zu suchen 
und R„^ dann mit allén durch Gq» gehenden zu R„^ adjungirten Flächen 
/>**' Ordnung zu Schneiden. 

Insbesonderc erhält man auf R„^ die co'''"' -Schaar von Gruppen von 
je 2p^ — 2 Punkten (deren entspréchende Schaar auf einer der R„^ ein- 
deutig entsprechenden ebenen Curve C\ von der n**"*" Ordnung, durch die 
zu C„ adjungirten Curven (w — s)^®' Ordnung, jr^.y, ausgeschnitten wird), 
indem man R,^^ durch die zu R„^ adjungirten Flächen f?^4+^_4, von der 
(// + j^ — 4)^° Ordnung, schneidet. 



* S. Dieioc AbhandluDg: Zur Theorie des ehideuHgen Evisprechens algéhraischer Ge- 
biide. 2*^'' Aufsatz. Mathematische AnDalen, Bd. 8. 
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1 6. Die in n*^ 15 definirten Flächeii ;f^, von der />^° Ordnung, 
welche zur Rauincurvc R^^^ adjungirt scin sollen, känn man bezöglich 
des beweglichcn Schnittes mit 7?„ noch durch andere Flächen ersetzen: 

Wenn jB„ , i?„ zusammen den vollständicren Schnitt der beiden Flftchen 
i\ und F^ bilden, so treffen die Flächen ^^, von der />***° Ordnung, welche 
nur der Bedingung gentlgen, durch die t Schnittpunkte von i?„^ mit R^^ 
zu gehen, die Curve R^^ m derselben Vollschaar von Punktgruppen, wie 
die zu R„^ adjungirten (durch 2i„^ gehenden) Flächen ;f^,. 

In der That bilden die Flächen j^^ selbs^ einen Theil der Flächen ^^; 
aber da die ;f^ die Curve R„^ schon in einer Vollschaar schneiden, können 
die (pp die Curve R„^ nicht in einer beweglichen Gruppenschaar von grös- 
serer Mannigfaltigkeit treffen; es wird nur unter den ip^ ein grösserer 
Theil durch die ganze Curve i?„^ selbst gehen, als unter den j^^. 

Dies lässt sich, nach demselben Schlusse, noch erweitern: Der voll- 
ständige Schnitt von F^, und F^ bestehe aus s Curven Ji^^, iZ^^, ..., /i„/, 
alsdann wird die Raumcurve R,^^ von denjenigen Flächen ip^ der fj^^ 
Ordnung, Avelche durch die t^ Schnittpunkte von 

R mit {R„^ . R„^ . . . RJ, 

und durch irgend einen Theil der weiteren gegenséitigen Schnittpunkte 
der Curven des Systems 

\Ru^ . /i„g . . . ii„ j 

gehen, in derselben Vollschaar getroÖen, wie von den zu R^^ adjungirten 
(also durch i?„.^, R„^ . . . und i?„, gehenden) Flächen />^®'' Ordnung, 

Wir schliessen noch daraus und aus n® 15: 

Fur die Flächen f^a+w-4; ^^'' Ordnung ix + v — 4, welche durch die t^ 
Schnittpunkte von R„^ mit den Rest schnitt {R„^R„^ . . . R„) von F^, und F^ und 
durch irgend einen Theil der gegenséitigen Schnittpunkte von {R„^ . . . R„) 
öder durch irgend tvelche dieser Curven selbst gehen, liefert die Forderung, 
auch durch R,,^ selbst zu gehen, noch p^ weitere von den vorhergehenden linear- 
unabhungige Bedingungen, ivenn R„^ irreductibel ist und dus Geschiecht 2\ hut. 

Der einfacheren Ausdrucksweise halber wurde hierbei, woran auch 
im Folgenden festgehalten werden soll, angenommen, dass die gegen- 
séitigen Schnittpunkte der Curven JR„^, JB„.^, ..., R„^ nur einfache und 
getrennte Punkte der Curven sein sollen. 
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17. Die fttr ciiie irrcductible Curve bestehende Definition der Gc- 
schlechtezalil soll zunächst fOr eine reduetible Curve hier dahin erweitert 
werden : 

Wenn eine Rauincurve JB,„, der Ordnung m, aus k Curven 7?*\ Ii^'^\ ..., 
i?^% bez. von der Ordnung 1)1^ und dem Geschlccht />^, besteht, so sei ininier 
noch, wenn h die Anzahl der scheinharen Doppelpunkte von 2i,„ bezeichnet, 
als Geschlecht von R^ die Zahl definirt: 

^ = I(m^ i)(m — 2) — Ä. 

Hat li^'^ also A^ sclieinbare Doppelpunkte und treffcn sich 3'^ und 
R^^ in tij Punkten, so wird: 

Pi = l (w^ — OK — 2) — Ä< 



h =- Z,A, + T{m,mj — ^ 



.»>» 



also: ^ 



i^ = Ih + P'i + " + Pt — {k— i) + ^fij . 



Da die vollständige Schnittcurve zweier Flächen F^y F^ das Geschlecht 

P = ;/^K/^ + J^ — 4) + I 

hat, so folgt frtr den Fjill von n° 16, dass diese Curve aus s Curven 
R^^, R,,^, ..., R„^y bez. voni Geschlecht j)^, ..., ^^, besteht, wobei sich 
jB„, und i?„^ in 7^^ Punkten tretfen inögen: 

die GesammtzaJil der gegenseitigen Schnittpunkte ivird 

t = L.tj = -/iv(/i + v — 4) — ILpi + s. 

Theilt man insbesondere das Gesammtschnittsysteni von F,^ und F^ 
in nur zwei Tlieile 2' und 2", wo 2' die Ordnung m und das Geschlecht 



* Man hStte auch p — ^tij = i\ + 2\ + . • - + pt — {^ — O als das Geschlecht 
von Kin definiron können. in otwas grössercr Cbereinstimmung mit dem Abschnitt I. In- 
dcssen schciut die obigc DeGnition fUr llauincurvcn hier bcquemcr. 
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))y 2" (lie Ordnung m' und daa Geschlccht j/ hat, so hat man fttr die r 
Schnittpunkte von 2* mit I"" bekanntlich: 

r =- i)i{/i + v — 4) — 2^; + 2 = m'{fi + y _ 4) — 22/ + 2 

= ö/''^(/^ + v — 4)—i) — p' + 2. 

18. Ans dem Satze von n® i6 und der Definition von rf 17 folgert 
man soorleich: 

Besteht der Schnitt von F,^ und F^ aus dem System {ll,,R„, . . . Ii„) 
tmd hezeichnet p' das GeschlecM des Systems {R„^^R„^ . . . iiJ^J, so liefert die 
Fordermig fur die Fiächen y.,.,,^^^, durch dieses System {B„^R„^ . . . Ii„) zu 
(jehen 

("2 + "3 + . . . + '0(/^ + »^ — 4) — />' + I • 

linear-unahhängige Bedingungen, sohald I{„^ irreductihel ist, 

Donn da vermöge ^^^ weitcrer Bedingungen die ^,^^^,-4 dnrch die ganze 
Solmittcurve von F„ und F^ gehen, diese Fordernng abor 

^-/v>{/i + v — 4) + I 

Bedingiingen stellt, so wird die Zahl joner Bedingungen zu 

l/^{/i + y — 4) + I —Ih = (W2 + n, + .... + n,){/i + v — 4) — i^' + I. 

19. Ebenso leieht beweist man folgenden, dem Satze von n° 7 des 
I. Abschnitts analogen Satz: 

Wenn der Schnitt vmi F^^ und F^ aus s irreductihien Curren i?„^, i?„^, ..!, 
R„^ hestehtj so ist die Forderung fur die Fiächen <f,iA,^^i, durch alle t gegen- 
seitigen Schnittpunkte der Curvcn dieses Systems zu gchen^ mit 

t — 5+1 

Unear-unahhängigen Bedingungen äquivcdent. 

Denn die Cnrve n^^ Ordnung, i?,,,, habe das Geschleclit j;,, und 
R„^ treffe R„. in /,^ Punkten; dann ist nach n° 17 

f _ ^/ _ -jvAii + j^ — 4) — 5^?^ + •^. 
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Sei aber A die Zahl der im Satze geforderten Bedinguiigen. Nach 
ihrer Erftillung hat man, nach dem Satze von n° i6, noch je Pt davon 
unabhängige Bedingungen, wenn die ^^^^-i noch bez. diirch R„^ gehen 

solien; und da es tiberhaupt -/xv(/i + v — 4) + i Bedingungen ausmacht, 

wenn die ^,^^y,^4 diirch das ganze System der s Curven gehen sollen, so wird 

A +-Zi>, = ^-/i)^{/i + v — 4) + I. 
also 

(auch ftir s = i, t = o göltig). 

20. Sei insbesondere im Satze von n° 19 5 = 2 angenommen, * 
Zwischen den t Gleichungen \t = n^{/i + v — 4) — 2p^ +2], welche aus- 
sagen, dass die ^^^^^^4 durch die / Schnittpunkte der beiden irreductiblen 
Curven JB„^, R„^ gehen, die zusammen den Schnitt von F,^ mit F^ bilden, 
herrscht dann ehie und nur eine Relation. Aber man känn noch genauer 
sägen : 

Jede der t Gleichungen wird eine Uneare Folge der t — i ilhrigen 
Gleichungen. 

In der.That schneiden die Flilchen ^.^^^^4, welche durch / — i der 
t Punkte gehen, die Curve i?„^ in einer Schaar von Gruppen \ör\ 2i\ — i 
Punkten. Da aber eine dieser Gruppen besteht aus 2p^ — 2 Punkten, 
die auch von einer zu JB,,^ adjungirten Fläche fr,,^j,_4 ausgeschnitten werden 
können, und aus dem letzten jener t Punkte, so schliesst man, indem 
man die i?„^ auf die Ebene projicirt, genau wie beim Satze (C) von n° i 
des I. Abschnitts, dass dieser letzte Punkt in allén Gruppen der Schaar 
enthalten sein muss. 

Aus diesem Satze schliesst man weiter: 

die Flächen der (/i + v — 4)'''" Ordnung treffen R^^ in einer Vall- 
schaar von Gruppen von je n^ (/i + v» — 4) = 2p^ — 2 + / Punkten y nämlich 
mit der Mannigfaltigkeit co^^"^^' . 

Denn erst nach Erföllung der t — i +i>i unabhangigen Bedingungen, 
zunächst durch die t Schnittpunkte von R,,^ mit JB,,^, dann durch jf>, will- 



' Dieser Fall ist schon von Ilrn. Valentiner ausgesprochon, wio in der Einleitung 
citirt \st. 
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kttrliche Punkte von R„^ zu gehen, wird die Fläche (/x + v — 4)^' Ord- 
nung die ganze Curve B„^ enthalten. Von den 2h l^^^^kten, die hier 
durch die ttbrigen im Schnitt von R^^ mit einer Flache (/i + y — 4)**' 
Ordnung bestimmt sind, ist qIso einer der durch die öbrigen t — i Schnitt - 
punkte von R„^, R„^ bestimmte letzte Schnittpunkt; die p^ — i weiteren 
sind als Schnittpunkte einer zu R,,^ adjungirten durch j:^^ — i Punkte 
von R„^ gehenden Flache ^^4.^-4 bestimmt. 

Fttr s > 2 gilt dieser Satz im Allgemeinen nicht mehr. 

21. Auch fttr s> 2 bleibt der BeAveis des Satzes bestehen: dass 
jedo der t Gleichungen, welche aussagen, dass die jr^+^_4 durch alle / 
Schnittpunkte der Curven JB^^, JB„.^, . . . , R„^ gehen, eine lineare Folge der 
t — I ttbrigen wird. Aber da nach n° 19 zwischen diesen < Gleichungen 
5 — I Relationen existiren, so könnte hier jede der Gleichungen auch 
schon aus weniger als t — i der ttbrigen folgen. Dass dies in der That 
fttr s > 2 iinmer der Fall ist, ersieht man aus folgendem Satze: 

Sobald im Satze von ff 19 die Zahl t^^ der Schnittpunkte von R„^ mit 

JS„.. > o isty gehen alle Fläclwn (/i + v — 4)'"" Ordnung, tvelche durch alle 

^ Schnittpunkte von R„^ mit dem System {R„^R„^ . . . R„) und durch irgend 

/,2 — I der Schnittptmkte von R„^ mit i?„., g^legt werden, auch durch den 

letzten dieser /,2 Punkte, Die Forderung fur die f,t+^_4, durch die 

l\ = '12 "T MH + • • • I '1* 

ScJinittpunkte von R„^ mit {R„^R„^ . . . Rn) -2fw gehen, stellt also höchstens 
t^ — I unabhångige Bedingungen vor. 

Die Richtigkeit des Satzes folgt genau, wie in n® 20, indem die 
Flächen (// + v — 4)^" Ordnung durch irgend t^ — i der /, Schnittpunkte 
von R^^ mit [R^^R,,^. . . R„) die Curve R^^ wieder in einer oo''*~* -Schaar 
von Gruppen von je 2p^ — i Punkten treffen mttsstcn, wonach der t^ 
Punkt in allén Gruppen enthalten sein muss. 

Schneiden sich nun R^^ und {R^R„^ . . . J?,J, so kommen die auf diese 
Schnittpunkte bezttglichen Gleichungen unter den t^ genannten gar nicht 
vor; wenn aber R„^ und {R„^R„^ . . . R„) sich nicht treffen, so muss 
{R„^R„^ . . . Rn) die Curve R^^ treffen, ^g + ^4 + . . . + tu ist also von o 
verschieden, aber schon aus den t^^ auf den Schnitt von R„ mit R^., be- 
zttglichen Gleichungen folgt dann, nach dem obigen auf R„^ angewandten 

Arla iitaihfmnliea. 8. Iniprlm^ le 21 Avril 1880. 24 
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Satze, jede ans den t^^ — i tibrigen. Jede der t Gleichungen von n^ 19 
folgt also fCir 5> 2 iinmcr ans wenifijer als / — i der ttbrii]^en Gleichiincyon. 

22. Den Satz von n° 21 känn nmn zu folgendern erweitern: 
Wenn der Schnitt von F,^ uad t\ irgend wie in ztvei Systeme I inid 

I' von h und s — A Curven getheilt wivd, so gehen alle Fldchen (/i + v — 4)''''^ 
Ordnung, ^\„x.^_4y welche durrh irgend t — i der r Schnitfjmnkte von I 
mit 2" gelegt werden, immer auch dnrrJi den letzten dieser Schnitt punkte; 
so dass diese Forderung far die f'\,|v .1 hochsiens 7 — i nnahhängige Be- 
dingungen liefert. 

Man känn diesen Satz einfach auf den von n° 21 zurrickfnhrcn. 
Selen m, m' bez. die Ordnung von 2', 2". Känn inan nnn durch das 
System 2' eine Fläche v»^'^'" Ordnung, Fl^ legen, welche die Flache F„ noch 
in einer irrediictihlen Curve R,,^ schneidet, so gilt der Satz von n° 21 fdr 
den Schnitt (2", Il„) von F„ mit 2%'; d. h. alle FlJlchen ^<,^..,_4, welche 
durch irgend r — i der 7 Schnittpunkte von 2" mit R,^ gelegt werden, 
gehen immer durch den letzten dieser r Punkte. Diese Thatsache, dass 
jedo der r Gleichungen ans den r — i (ibrigen folgt, bleibt bei Variation 
der Parameter von FJ hier fortbestehen ; also auch wenn Fl in F^^ d. h. 
B,,, in 2', ubergeht. 

Wei\n abor durch 2" k(»ine Fladie v^'*'^ Ordnung geht, welche F,^ 
weiter in einer irrcductiblcn Curve schnitte, so legc man durch 2" eine 
FlAche i''J^«, von genfigend hoher Ordnung v + a, welche F,^ ausser in 
I' in einer irreductiblen Curve i?',„+,,« treffe. Dann gehen nach 11° 21 
alle FlJlchen (p,,j^,,^.^^^y welche durch irgend r + nm' — i der r + am' 
Schnittpunkte von 2" mit TZ^^a.,^^ gelegt werden, auch durch den letzten. 
Dies bleibt auch bei Variation der Parameter von F!,^,, bestehen, und gilt 
insbesondere dann noch, wenn man FJ+a spezialisirt in F^.F^, wo F,^ 
eine ganze beliebige Fhlche a'" Ordnung vorstellt. Um so mehr gilt 
dies, wenn die ^^,^^^,, _4 zugleich durch die ganze Schnittcurve von F,^ 
mit P\, gelegt werden. Fur diese ist aber: 

woraus folgt, dass auch die Flilchen 7%, . ^'„4.^_4 jene Eigenschaft haben, 
d. h. die c^, ^j,_4 in Bezug auf den Schnitt von F.^ mit F^. 

23. Um den Satz von n° 22 in eine bestimmtere P\assung zu bringen, 
hat man nur wicder die Betrachtung aus der Analysis situs anzuwenden, 
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welche in ii° 1 1 des erstcn Abschnitts angestellt worden ist. Und zwar 
känn man liier bei den Raunicurven noch einfadier definiren: 

Ein System 2' von k Curven soll nicht zerfallend genann t werden, 
wenn es sicli nicht in zwei einander gar nicht schneidende Systeme 2\ 
und 2'.^ zerlegen lilsst. Im andern Falle heisst 2' ein zerfallendes System. 

Besteht dann 2 aus k Curven 72i, i?.j, . . . , Rj. und zJlhlt man alle 
nicht zerfallenden Systeme, in welche (/^iJig ... JB^.) direkt zerfäl It; sodann 
alle davon verschiedenen nicht zerfallenden Systeme, in welche (Äj^s — -?^i) 
zerfallt; etc; so erhillt man im Ganzen k von einander vcrschiedene niclit 
zerfallende Systeme. 

24. Es möge nun zunächst der Schnitt von F^^ mit F,^ aus zwei 
Systemen von Curven, 2' und 2' bestehen, und 2' selbst mag wieder 
in k Systeme 2*1, 2*0, . . . , 2^. zerfallen, die einander nicht treffen. 
2\ soll 2" in Tj Punkten schneiden. Da das System 2', das Restsystem 
(2", 2\, ..., 2\_i, 2i^j, ..., 2|) in r^ Punkten trifft, gehen nach n° 22 
alle <^\,^^,,_ij welche durch r, — i dieser Punkte gehen, auch durch den 
letzten derselben; so dass nuin hat: 

Wenn im Schnittsystem 2, 2' von F^^ mit F^ das System 2 in /.-, 
einander nicht treffende, Systeme zerfilllt, so ist die Forderung fur die 
<pju^.v-u durch die r Schnittpunkte von 2" mit 2 zu gehen, mit höchstens 
r — k Bedingungen Rquivalent. 

Jetzt zerlege man das ganze Schnittsystem von F,,^ F^, das aus den 
6- irreductiblen Curven JB^^, JB„^, . . . , /t„. besteht, in folgender Weise: 

Man nehnie irgend eine der Curven, /?,. Die Hbrigen s — i Curven 
mogen dadurch in die /Jj nicht zerfallenden Systeme 2',, 2*2 , ..., -iV, sich 
zerlegen (wo die 2\ einander nicht schneiden). Dann herrscht zwischen den 
/,! Bedingungsgleichungen, welche aussagen, dass die FUlchen (/i + y — 4)'" 
Ordnung ip,,^^_^^ durch die t^^ Schnittpunkte von It^ mit 2\ gehen sollen, 
mindestens eine Relation, indem alle i^/,+v-4 durch irgend ^,, — i der t^^ 
Punkte jedenfalls auch durch den letzten derselben gehen. 

Sodann nehme man aus 2i eine R^ treffende Curve, iA^. Dadurch 
mogen die ftbrigen Curven von 2j sich in /..^ nicht zerfallende Systeme 
2\i, 2\o, . . . , 2\^^ zerlegen. Dann herrscht zwischen den obigen t^^ 
Gleichungen und den t^^ Gleichungen, welche aussagen, dass die ^;i+y_4 
auch durch die /^j Schnittpunkte von 11^ mit 2,j gehen sollen, wmrfes^ews 
eine weitere Relation, indem alle (Ik^^^^-a durch die obigen t^^ Punkte und 
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durch irgend t^^ — i der f^^ Punkte durch den letzten dieser t^^ Punkte 
gehen intlssen. 

Nun nimmt man aus 2\j eine R.^ treffende Curve, JRy, wodurch die 
tlbrigen Curven von 1\^ sich in k^ nicht zerfallende Systeme 2'iii, ..., 2\u^ 
zerlegen. Dann herrscht zwischen den obigen t^^ + f^^ Gleichungen und 
denjenigen, welche aussagen, dass die ^a+w-4 auch durch die Schnittpunkte 
von B^ mit 2\u gehen sol len, mindeslens eine weitere Relation. 

Indem man so fortfährt, also nach Erschöpfung von 2,, zu 2j2> 
dann zu 2,3, etc., nach Erschöpfung von 2\ zu 2^, 23 etc. ilbergeht, 
ergibt sich sogleich aus dem Satze von rf 23: 

dass die Forderung fär die ^,,+^-4? durch alle t gegenseitigen Schnitt- 
punkte der s irreductiblen Curven B„^, R„^, ..., B„^ zu gehen ^ auf t Glei- 
chungen mit mindestens t — (5 — i) Belationen fuhrt. 

Aber nach n° 19 existiren zwischen diesen t Gleichungen genau 
t — t 5 + I Relationen. Daraus folgt, dass keiner der in obiger Entwick- 
lung genannten s — i Schritte mehr als eme Relation mit sich ftthren känn. 

Dasselbe Schlussverfahren känn man auf eine noch allgemeinere 
Zerlegung anwenden. Den Schnitt von F.^ und F^ zerlege man erst in 
zwei Theile 2 und 2', von bez. h und ä^ — h Curven; wobei 2 in A;, 
2" in k' nicht zerfallende Systeme 

v-^ij 2.2, •••> 2^) und (2i, 22, •••? ^k-j 

zerfallen mogen. FCir die ^;t+w_4 stelle es r — a unabhängige Bedingun- 
gen vor, durch die r Schnittpunkte von 2 mit 2" zu gehen, wo 

a>k -^ k'— i. 

Man legé nun weitcr nach dem vorhergehenden Verfahren die ^an w-4 
successive durch die Schnittpunkte, in welchen sich die h^ Curven von 
2\ treffen; dann durch die Schnittpunkte der h,^ Curven von 2,; etc. 
dann durch die der h[ Curven von 2J, ..., endlich durch die der hy 
Curven von 2^. So erhält man noch eine Reihe weiterer Gleichungen 
mit njindestens 

{hl— i) + ih,— i) + . .. + {],,— i)-\-{h[— i) + {h',- i) + ... + {K.— i) 

= (Ji — k) + {s — h^ k') = s — k — k' 
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weitereii Relationen. Die t Gleichungen flir die ip,,^^-A enthalten hiernach 
mindestens a + 5 — k — ä;' Relationen, so dass also nacli n*^ 1 9 a auch 
nicht grösser als Ä + Ä' — i werden känn. 

25. Nach n*^ 24 hat man somit die Sätze: 

TheUt man den Schnitt von F^^ und F,, irr/end wle in zwei nicht zer- 
fal/ende Systeme 2' und 2", so ffehen (die Fläcken (/i + u — 4)''' Ordnunyy 
^^+v_4, ivélche durch irgend t — i der r Schnitt punkte von 2 mit I' ffdcfft 
iverden, auch durch den letzten der t Punkte; und diese Forderung liefert 
fur die (pj^^y-^ genau t — i linear-unahhängige Bedingungen, 

War ferner 2" ein nicht zerfalUndes, 2' aher ein in k nicht zerfallende 
Systeme 2\, 2*2, . . . , 2'^ sich zerlegendes System {wo die 1\ einander 
nicht treffen)y so liefert die Forderung fur die <p^^^_^j durch die r Schnitt' 
punkte von 2 mit 2" zu geheuy t — k unabhängige Bedingungen; nämlich 
je Ti — I Bedingungefi fur die r^ Schnittpunkte von 1\ mit 2". 

Besteht sowohl 2 aus k, als 2" ans k' nicht zerfaUenden Systemen, so 
liefert die Forderung fur die ^a+v-4> durch die t Schnittpunkte von 2 mit 
2" zu geheHy t — k — A;' + i linear-unahhängige Bedingungen, 

26. Mit HQlfe des Satzes von n*^ 25 känn man auch den Satz von 
n*' 18 und den zweiten von n*^ 20 erweitern: 

Der Schnitt von F„ und F^ bestehe aus einer irreductiblen Curve R„^y 
von der Ordnung n^ und dem Geschlecht p^, und aus einem Bestsystem 2, 
das in k nicht zerfallende Systeme 1\, 2*2, ..., 1\ sich zerlege; dann 
liefert die Forderung fur die Flächen (/i + i^ — 4)'"* Ordnung, (p,^.Y^^^, durch 
die Curve R„^ zu gehen: 

> >^(/i + s^ — 4) + I — 0^1 + * ~ O 

unabhängige Bedingungen, Die Flächen (/i + v — 4)'"" Ordnung treffen R„^ 
fur k > I in keiner Vollschaar^ wohl aber fur k = i {und uuch fur k = o, 
ivobei R„ die vollständige Schnittcurve von F,^ und F^ ivird und alle Flächen 
(/i + v — 4)'"^ Ordnung schon zu R„^ adjungirt sind); dagegen treffen fur 
k> I die ^a+v_4, welche durch die Schnittpunkte von k — 1 der k Systeme 
2*1, 2*2, . . . , 1\. mit R,,^ gehen, diese Curve in einer Vollschaar. 

Denn ftir die ^'/t+w-4 stellt es nach n*^ 25 noch t^ — k Bedingungen 
vor, durch die t^ Schnittpunkte von R„^ mit 2 zu gehen, wo 
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sodann, iiach 11° 16 iioch p^ weitere Bedingungen, uin durch die gaiizc 
Curve l?„j zu gehen; im Ganzon also /, -r- /r + p^, wie es der Satz aus- 
sagt. Daraiis folgt weiter, dass die Flächeii (/i + v — 4)*'"' Ordiiurig die 
Curve B„^ in einer (X)'»"^"*"''»"*-Schaar von Gruppen von je 2p^ — ^ + /j 
Punkten treffen; also in Icelner Vollschaar fOr A > i, weil eine solche 
^ + 2^ — 2 Parameter hat. Dagegen trefien die (p.,^^_^y welche durch 
2'.j, 2*3, ..., 1\ g^^legt werden, die Curve B,,^ in einer oo'"^^»~'~-Schaar 
von Gruppen von jc 22\ — 2 + ^i Punkten, wenn t^^ die Zahl der 
Schnittpunkte von 11^^ mit 2\ bezeichnet; also in einer VoUschaar. 

27. Den Satz von n° 26 känn man endlich noch dahin erweitern: 
Der Schnitt von F,^ und I\ besfehe aus zwel héliehiyen Systemen 2' und 
2"; 2' zerlege sicli in k nicht zerfcdlende Sysfeme^ 2" in A' solche. 2 sei 
von der Ordnuny m und dem GescJdecht p^ 2" von der Ordnuny m' und 
dem Geschlecht p' {nach der Definition von w° i 7). Dann Uefert die Forderuny 
fur die Fläcken ^/t|^_.4, durch dus System 2' zu yehen, 

m{/i + j; — 4) — p — k' + 2 

unabhänyiye Bedinyunyen; und ebenso die Forderuny, durch 2" zu yehen, 

m'{n + y — 4) — p' — Ä; + 2 
Bedinyunyen. 

Man känn diesen Satz durch einen Schluss, wie in n° 22, auf den 
vorigen von n° 26 zurCickfuhren ; öder auch so: 

Man hat fftr die ^^/,+v_4 zunfichst r — k — A' + ^ Bedingungen, durch 
die r Schnittpunkte von 2' mit 2" zu gehen, wo 

T = m{/i + v — 4) — 2^; + 2. 

Sodann nehme man an, dass es noch 2h + ih + • • • + i^A weitere Bedin- 
gungen ausmacht, dunih 2' selbst zu gehen, wenn p^, p,,, . . . , p^ bez. 
das Geschlecht der k Theilsysteme 2\, X,, ..., 2'x von 2' bezeichnet; 

so ergeben sich iin Ganzen z — k — /t' + 1 + ^Pi Bedingungen. Aber 
nach n° 1 7 ist hier 

so dass man hier in der That m[ix + v — 4) — p — k' +2 Bedingungen 
erhalt. 
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Man hat also nur noch zu 7.oigen, dass es nach dem Durchlegen 
durch die r Schiiittpunkte von 2*' mit 2' ftlr die ^u+w_4 noch 2\ Be- 
dingungen ausmachte, durch das nicht zerfallende System 1\ zu gehen. 

Nun bestehe 1\ aus einer irreductiblen Curve li^ und den fthrigen 
Curvcn von 2\, die sich dann in l\ nicht zerfallende Systeme i^j, ...jl^t^ 
zertheilen mogen. Das Geschlecht von R^, 2\i, . . . , 2^^ sci bezCiglich 
Pioy Piif - ' - j Pur Ferner habe jB^ niit 2^ bez. r,, Schnittpunkte. Da 
die Systeme 2*1, alle aus weniger Curven bestehen, als 2i, so känn man 
den Satz fnr diese Systeme 2^ als bewiesen ansehen; dann folgt aber, 
dass die Zahl der unabhängigen Bedingungen, damit die ^'',»^^..4 durch 
die T Schnittpunkte von 2*' mit 2' und durch die 

^n I H2 "T • • • "T" Mi, 

Schnittpunkte von 7?o mit 2n, 2,2. ..., 2,^^ gehen, wird zu 

(r — k ~ k' + 1) + {Tu + m2 + . . . + r,,, — /.-i) + Pio + pn + . . . + Pn,^ 



also nach n° 1 7 zu 



(r— t — Ä:'+ i)+iv 



womit der Satz voUstilndig bewiesen ist. 



NachHchrlft. 

Ich benutze diese Gele^^enheit zu einer Bemerkunoj nber die o* c. 
wertvolle Arbeit von Herrn Valentixeu Zur Theorie der Raumcurve)i, 
dieses Journal, Bd. 2, p. 136. Eiuige der meinem vorstehenden Aufsatze 
zu Grunde liegenden algebraischen Satze finden sich auch in jener Arbeit. 
Aber wahrend ich hier, wie in meiner Abhandlung Zur Gruhdhgting der 
Theorie der algebraischen Ratimciirven , A b han dl. der Berlin er A k ad. 
vom flahre 1882, mich ilberall auf meinen o. c. Satz Uber einen Satz 
aus der Theorie der algebraischen Functionen, Mathematische Annalen, 
Bd. 6, stiitze, um ausnahmslos giiltige öder genan zu begrenzende Re- 
sultate zu erhalten, geht Herr Valentixeu in seinen Beweisen von der 
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Constantenzdhlung aus, welche zahlreiche, im Voraus lucht zu erkenncnde 
Ausnahmefalle zulasst, zu deren ErgrCindung eben jener Satz in Bd. 6 
der Mathematischen Annalen von rnir aufgestellt worden ist. So un- 
tersucht er in keiner Weise, ob die Xst linearen Bedingungsgleichungen, 
welchen er in n° 4 seinc jr„ unterwirft, von einander unabhangig sind, 
was doch wesentliche Voraussetzung fttr seine Schlösse wäre. Seine in 
der Einleitung gegebenen Resultate sind also nur dcsshall^ als richtig 
anzusehen, weil sie von anderer Seite her bewiesen sind. 

Dagegen habe ich das Bedenken, wolches ich in meiner oben ge- 
nannten Abhandlung gegen den Beweis von Herrn Valentiseu s Disserta- 
tion nber die Minimalzahl der scheinbaren Doppelpunkte eincr Rauin- 
curve geäussert, nach der Ausfnhrung in soiner Arbeit, n° 26, zurftck- 

zunehmen. ' 

rf 

Erlangon, pJannar 1886. 
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THEORIE DER ABEUSCHEN ZAHLKÖRPER 



VON 

H. WEBER 

in MARBUEG. 



I. ABBL*SOHE KÖBPER UND EBEISEÖBPEB. 

In der Folge beabsichtige ich eine Reihe von Untersuchungen ftber 
AbeVsche Zahlkörper zu veröffentHchen, deren letztes Ziel es ist, alle 
diese Körper vollständig zu bestimmen und darzustellen. Den Satz, welcher 
dies ermöglicht, hat Kronecker zuerst in einer Mitteilung in den Mo- 
natsberichten der Berliner Akademie vom 20*''° Juni 1853, welche 
auch in Serret'8 Cours (Paigébre supérieure abgedruckt ist, ausgesprochen, 
den Satz namlich, dass die Wurzeln aller Abel^scher Gleichungen im 
Gebiete der rationalen Zahlen sich aus Einheitswurzeln rational zusammen- 
setzen lassen, dass also mit andern Worten alle AbeVschen Körper zugleich 
Kreiskörper sind. Nach diéser ersten Mitteilung Kronecker's machten aber 
damals die Gleichungen, deren Grad eine Potenz von 2 ist, noch Schwierig- 
keiten. In spÄteren Mitteilungen (Monatsberichte der Berliner Aka- 
demie vom 14 Apn 1856, 16 Apr. 1877, 7 Dec. 1882) ist Kronecker 
wiederholt auf den Gegenstand zurDckgekommen, ohne ttber den Beweis 
des Satzes wesentHch mehr als die Andeutung zu geben, dass die Kum- 
MER'sche Zerlegung gewisser in der Kreisteilung vorkommender complexer 
Zahlen in ihre idealen Primfactoren dabei gebraucht wird. Eben dies 
ergiebt sich auch aus einer Bemerkung von Kummer im Eingang der Ab- 
handlung: Theorie der idealen Primfactoren etc. (Abhandlungen der 
Berliner Akademie 1856). Dieser schöne und merkwQrdige Kro- 
necker'sche Satz gehört ohne Zweifel zu den zukunftsreichsten der Algebra, 

Aeta riMthfWiatie: 8. Imprimé le 1 Ma! 1886. 25 
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da er auf die Wege weist, auf welchen allein ein tieferer Einblick in das 
Wesen der algebraischen Zahlgrössen zu hoffen ist. Der Satz aber, obwohl 
vor mehr als dreissig Jahren entdeckt, ist noch länge nicht in dem Maasse 
wie er es verdient, gekannt und verstanden, und ich glaube daher der Sache 
zu dienen, wenn es mir gelingt, durch die Mitteilung eines alle Falle 
umfassenden Beweises das Verständniss desselben zu erleichtern und zu 
fördern. Daa HUfsixiittel^ dessen ich mich bei diesem Beweise bediene ist 
die von Dedekind entwickelte Theorie der algebraischen Zahlen, deren 
Terininologie und Hauptsätze ich als bekannt voraussetze. Der Leser findet 
dieselben in einfacher und klarer Darstellung vorgetragen im XL Supple- 
ment zu der dritten Auflage de? Diricelet' schen Vorlesungen ttber Zahlen- 
theorie. Die in der vorliegenden Arbeit mit i), bezeichneten Citate be- 
ziehen sich auf dieses Werk. Auch in möndlichem und schriftlichem 
Verkehr habe ich mit meinem Freunde Dedekind vielfach tlber den Ge- 
genstand dieser Untersuchungen verhandelt, und verdanke ihm ntltzlichen 
Rath und Anregung, besonders in Beziehung auf die elegante Formulierung 
<J^a Problems in der ersten AbhandluBg. 

Der besseren tjbersicht wegen habe ich die Untersuchung in drei 
getrennte Abhandlungen geteilt, deren jede so viel als möglich ein fttr 
sich abgeschlossenes Ganze biidet. 

Die erste dieser AbbandluDgen behandelt die allgemeine Theorie deir 
AbeVschen. Zahliköpper und i^besondere die . Kreiskörper und ihre Dar- 
stellung. Es witd darin der meines Wissens frtther noch nicht yollsttodig 
erbrachte Beweis geftXhrt, d^ss durch die directe Verallg€mei»erung' dep 
GAUSS^schen Periodeo alle Kreiskörper^ und jeder nur einmal, daygestelit 
werden. Kroneckeb berabrt dieseq GegenBtand in. den Mooiatsberichten 
der Berliner Akademie vom 14*®° Apn 1856; jedoch beziehij sich die 
dortige Miiiteilung' nur auf die regulären Kceiskörper. 

Diejenigen Aberschen Körper, deren Grad eine PbteBZ von 2^ ist, 
bieten eitie eigeotOmJiche Schwierigkelt, und erfordern (wenigsten^ bia jetzt 
noch) die Zuzieh.ung eines fremdartigen Hil&mittek. Es war d!aher no<r 
wendigy in einer ^weiten Abhandluijig eine Untersuchung durch^ufc^hreo. 
tlber die Anzahl der Idealclassen und die Einheiten in den EreiskOrpern^ 
deren Ordnung eine Potenz von. 2 ist. 

Die dritte Abhandlung endlich soU dien volbtandigen. Beweiis des 
KRONECKER'schen Satzes liefern. 
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§ 1. Attgemetnes iJthet algébraiache Zatdkörper und Körpet- 

permutationen. 

Unter einem algebraischen Zahlkörper w*** Gräddes vergtehen wir dfeö 
Inbegriff ^{x) aller rationalen Functionen (mit rationalen Coefficientfeii) 
von a?, wenn x eine Wurzel einer irreducibeln Gleichung n**° Grad^ 

(i) 'f{x) = o 

ist, deren Coefficienten rationale Zahlen sind. 

1. Jede Zahl eines solchen Körpers ist wieder die Wurzel einer 
Gleicbung n**** Grades, welche entweder irreducibel öder einé ganze Po- 
tenz einer irreducibeln Gleichung ist. Es giebt unendlich vielé Zahlen 
im Körper E{x)j welche irreducibeln] Gleichungen n*** Grades genftgen, 
und wenn y eine solche ist, so ist der Körper R{y) mit dem Körper B{x) 
identiscb, (weil alsdann sowohl y rational durcb x als auch nr rational 
durch y ausdrUckbar ist). Solche Zahlen y können primitive Zahlen des 
Körpers B{x) genannt werden, weil sie nicht zugleich in einem zweiteri 
Körper von gléichem odér niedrigerem Grad enthalten sind. 

2. Sind die Zahlen eines Körpers It{y) s&mmtlich in dem Körper 
JR(rr) enthalten, so heisst R[y) ein Teiler von B{x)\ y ist eine Zahl in 
R{x) welche einer irreducibeln Gleichung vom Grade des Körpers ll{y) 
gentigt; und darnach ergiebt sich aus (i) dass der Grad von R{y) ein 
Teiler des Grades von B{x) ist. 

3. Unter dem Product zweier Körper R{x^\ -^(^3) versteht man 
den Inbegriff R{x^yX^ aller rationalen Functionen von x^ und x^\ dies 
Product^ hat (nach n^ 2^ sowohl R{x^ als R{x^) zum Teiler. Es ergiebt 
sich hieraus sofort die Definition des Productes von mehreren Factoren. 

4. Sind a?i, oja, . . . , x^ die n Wurzeln der Gleichung (i) so heisseti 
die Körper R{x^)j R{x2)j . . . , R{Xn) (die auch alle öder teilweise iden- 
fisch sein können) conjugierte Körper. Der Ubergang von einem Körper 
zu einem seiner conjugierten heisst eine Permutationj das Ersetzen der 
Zahlen des einen Körpers durch die entsprechenden des andem éine Sttth 
stitutum. Das Product aller mit einander conjugierten Körper heisst die 
Norm eines jeden dieser Körper. Bezeichnen wir tnit z eine rationale 
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Function von x^ x^j ..., x^j welche bei allén Vertauschungen dieser 
Grössen /7(n) verscliiedene Werte annimmt, so ist B{z) die Norm von 
B{x^) (deren Grad niedriger sein känn als n{n)). Ein Körper, der mit 
allén seinen conjugierten identisch ist, und der raithin seine eigene Norm 
ist, heisst ein Normdlkörper öder ein Galoisscher Körper. Jede Norm ist 
ein solcher Normalkörper, und der Normalkörper känn auch dadurch 
charakterisiert werden, dass er mit seiner Norm gleichen Grad hat. (D. 

§ 163.) 

5. Die Permutationen von B{z) bilden .unter sich eine Gruppe, 
deren Grad gleich dem Grade von B ist. Denn die conjugierten Werte 
Zf /, z"y . . . sind alle in B{z) enthalten und werden also in bestimmter 
Weise unter einander vertauscht, wenn z durch eine Substitution S durch 
z' ersetzt wird. Ersetzt man hierauf mittelst einer zweiten Substitution 
S" z durch /', so geht dadurch z' in z"' öber, und die Substitution, 
durch welche z direct in z'" tibergeht ist also aus den beiden Substitu- 
tionen S^S" zusammengesetzt ; hierbei darf im Allgemeinen die Reihenfolge 
nicht vertauscht werden. Diese Substitutionsgruppe lieisst die Gruppe^ nicht 
nur des Körpers B{z)y sondern eines jeden der Körper -B(a?j), B{x^j .... 
Jede Zahl des Körpers B{x^) känn durch die Substitutionen dieser Gruppe 
in jede der mit ihr conjugierten Zahlen tlbergeföhrt werden. Denn nehmen 

. wir an, dass dies för irgend eine solche Zahl x nicht der Fall sei, so 
wUrde eine gewisse Gruppe der conjugierten Werte von x nur unt<3r sich 
vertauscht. Diese w orden also schon ftir sich die Wurzeln einer Gleichung 
mit rationalen Coöfficienten sein, entgegen dem Satze n° i. 

6. Da die Zahlen x^ x^, .. . , x^ alle dem Körper B{z) angehören, 
^ so werden sie durch jede der Substitutionen S in gewisser Weise unter 

einander vertauscht. Es entsteht so eine gewisse Gruppe von Substitu- 
tionen der Grössen o^j, x^j . . . , x^^ welche kéins andere ist als die Ga- 
lois'sche Gruppe der Gleichung (i), da jede rationale Function dieser 
Grössen, welche einen rationalen Wert hat durch die Permutationen des 
Körpers B{z) ungeändert bleibt und umgekehrt. 

7. Aus diesen Begriffsbestim mungen ergiebt sich, dass die Norm 
eines Divisors eines Körpers ein Divisor der Norm ist, und dass die Norm 
eines Productes zweier öder mehrerer Körper gleich dem Producte der 
Normen ist. Also ist auch das Product zweier öder mehrerer Normal- 
körper selbst ein Normalkörper. 
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§ 2, Abel^sche Kdrpei\ 

Wir nennen einen algebraischen Zahlkörper einen AbeVschen, wenn 
seine Substitutionsgruppe eine Abersche Gruppe ist, d. h. wenn ihre Sub- 
stitutionen alle unter cinander vertauschbar sind. Daraus folgt: 

I. Jeder ÄbeVsche Körper ist ein Normalkörper . Es sei liamlich 
B.{x) ein solcher Körper vom Grade n und x irgend eine primitive Zahl 
des Körpers, deren conjugierte Werte x^y x^y ..., x^ sind. In der 
Gruppe des Körpers existiert gewiss wenigstens eine Substitution S^y 
durch welche x^ in einen beliebigen der conjugierten Werte, x^y tibergeht. 
(§ I, n*^ 5.) Ist dann S irgend eine Substitution, durch welche x^ in x^ 
ttbergeht, so bleibt durch die Substitution 

(O S^'S,S-'8, 

das Element Xf^ ungeändert; wegen der vorausgesetzten Vertauschbarkeit 
ist aber die Substitution (i) = S^S"^, und diese Substitution lässt daher 
alle iTi, a?2, . . . , x^ ungeändert. Sie ist also die identische Substitution 
und folglich ist 

(2) s = s,. 

Demnach ist der Grad der Norm von B{x) gleich dem Grade dieses 
Körpers und daher Il{x) ein Normalkörper^ Man känn also die Sub- 
stitutionen 8^ in eindeutiger Weise durch das Symbol (ir^, x^) bezeichnen, 
wobei noch das eine Glied der Bezeichnung, x^, beliebig genommen 
werden känn, wenn das z^eite passend bestimmt wird. Man känn etwa 
setzen 

und erhält 

(3) S^S, = {x, , x,^)y S,S^ = {x, , x^^) 

also 



(4) 



''\, ~ ^<'o/ 



* Vgl. tiber diesen Satz Kboneckeb, Berlinor Monatsberichte, l6 Apr. 1877. 



198 H. Weber. 

2. Eine einfache Folgerung dieser. Definition, ist es, dass alle Teilér 
Aberscher Rörper selbst Abersche Körper sind. 

3. Ein Aberscher Körper heisst regulår wenn die Gruppe seiner 
Substitutionen durch Wiederholung einer einzigen unter ihnen erschöpft 
werden känn. In diesem Fall lassen sich die conjugierten Werte einer * 
Zahl des Körpers derart in einen einzigen Cyklus x^j o^j, rr^, ..., x^^i 
ordnen, dass dieselben durch die Substitutionen der Gruppe cykliscAi ver- 
tauscht werden. Dieser Fall ynuss eintreten, wenn n eine Primzahl ist. 

4. Unter dem Grad einer Aberschen Gruppe versteht man die 
Anzahl der Elemente, welche sie enthftlt. Der Grad eines einzelnen Ele» 
mentes ist der Exponent der niedrigsten Potenz diescs Elementes, welche ^ 
gleich dem Hnuptelement (gleich »i», in unsereni Falle gleich der iden- 
tischen Substitution) wird. Ist p irgend eine ira Grade der Gruppe auf- 
gehende Primzahl, so existiereh in der Gruppe Elemente vom Grade pl^ 

5. Wenn in der Gruppe G unseres Körpers R{x) irgend eine andere 
Gruppe (tj vom Grade n^ als Teiler enthalten ist, so giebt cs in B{x) 
Zahlen, welche durch die Substitutionen von O^ ungeftndert bleiben, da- 
gegen durch jede andere Substitution von O sich ftndern. Eine solche 
Zahl ist z. B. bei passender Bestimmung der rationalen Zahl t 

y = {t — Xi){t — X^)...{t — X^) 

wenn x^^ x^y .. ., x^^ die Werte sind, in welche x durch die Substitu- 
tionen öj tlbergeht. Von einer solchen Zahl sagt man, sie gehörB zu der 
Gruppe (tj. Aus ihr entspringt ein Körper B{y) vom Grade wcn^, ein 
Teiler von R{x)y der ebenfalls als zur Gruppe G^ géhörig bezeichnet 
sein soll. Wenn umgekehrt y eine Zahl in R[x) ist, so bilden diejenigen 
Substitutionen in (?, durch welche y ungeändert bleibt, eine Gruppe (r^, 
welche ein Teiler von G ist, und der Körper B{y) gehört zur Gruppe 0^. 



^ Die Hauptsätze ttber Abersohe Gruppen fiodet man in des Yerfassers Arbeit 
Vher die Darstellung von RHmzahlen durch quadratische Formen^ Mathematische An- 
naleo, Bd. 20, S. 30 1 (1882), ferner: Scherinq, Die Fundamentalclassen der zusammen- 
setzharefi arithmetischen Formen^ AbhsLudlungen der Gcsellsohaft der Wissenschaf- 
ten zu GöttingeD, Bd. 14 (1868); Kronecker, Monatsberichte der Berliner 
Akademie I Deo. 1870; Frobenius und Stickelberqer, Gruppen von vertauschbaren 
Memmien, Jouroal fttr Mmthemmtik, Bd. 86, 1878. 
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« 

Jeder Teiler R{y) vob R(x) gehört ako äu einem bestimmten Teiler G^ 
YOQ & und umgekehrt. 

Gehöi^t y^ zu ö^j, y, zu ö,, und ist G^ in ö, enthalten, so igt der 
KOpper -B(yi) in M{y'^) enthalten. Sind J2(yj), ^(ya) zwei DivisoFen von 
Jf(af), weiehe zu den Gruppwi ö^^, G^ gehören, so gehört das Product 
Biy^^y^ zu dem grössten gemeinschaftlichen. Teiler yob (?, und G^ und 
der grösste geraeingchaftliche Teiler von iJ(^)> ^{y^^ d. h. der Inbegriff 
aller in> beiden KOrpern zugleich enthaltenen Zahlen, zuin kleingten ge« 
meiiwcRaftlichen Vidfachen der beiden Gruppeji G^^ G^. 

6. Ein AbeVscher Körper wird zerlegbar genannt, wenn * er (im 
Sinne von § i, n° 3) das Product zweier anderer AbeVscher Körper ist. 
Im entgegengesetzten Fall heisst er einfaeh. Daraus ergtebt sich un- 
mittel bar, dass. ein zerlegbarer AbeVscher Körper in eine endliche Anzahl 
einfiacher zerlegt. werde» känn. 

Hierbei sei zur Vermeidung von Irrttlimern bemerkt, dass die Zer- 
Tegbarkeit keineswegs aus dem Vorhandensein eines Teilers folgt, und 
dass die Zerlegung in einfache Körper nicht nur auf eine Art geschehen 
kanji. 

7.* Ein AbeFscher Körper ist stets zerlegbar, wenn in seinem Gratf 
zwei verschiedene Primzahlen p, q aufgehen. Bezeichnen namlich Sj, S^ 
zwei Substitutionen der Gruppe G von den Graden py q, deren es nach 
n** 4 immer giebt, und y^y y, zwei Zahlen des Körpers, die zu den aus den 
Potenzen von S^, S^ gebildeten Gruppen p^'' und g^° Gradies gehören, 
so sind i2(yj), B{y^) zwei Teiler von R{x) von den Graden n:p\nvq:. 
Der aus beiden zusammengesetzte Körper Bii/i^y^) ^^^ gleichfells ei» 
Teiler von R{x)', sein Grad ist aber sowohl durch n:p als durch n:q 
teilbar und muss also = n sein. Hiernach ist R(i/^ , y^) mit R[x) iden- 
tisch. Darnach lassen sich alle Aberschen Körper aus solchen zusam- 
mensetzen, deren Grad eine Primzahlpotenz ist. 

8. Ein nicht regulärer AbeVscher Körper, dessen Grad eine Prim- 
zahlpotenz p"" ist, ist zerlegbar. Sei nämlich S eine Substitution in G vom 
Grade pj und 8^ eine zweite, welche nicht unter den Potenzen von /S' ent- 
halten ist. Dass bei irregulären Gruppen solche vorhanden sind, ist leicht 
einzusehen. Die Zahlen y, y-^ mogen zu den durch die Potenzen dieser 
beiden Substitutionen gebildeten Gruppen gehören. Dann ist y^ nicht im 
Körper Ii{y) vom Grade n:p enthalten, da os ja sonst durch die Substitu- 
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tion 8 ungeändert bleiben mQsste. Der Grad des Körpers iJ(t/,y,) ist 
dann durch n:p teilbar, känn aber nicht = n:p sein, weil sonst -fi(y , yj 
mit JR{y) identisch wäre; andererseits ist dieser Grad ein Teiler von n und 
muss mithin =n sein. Es ist also wieder R{y^y^ mit B{x) identisch. 
Es lassm sicli also alle AbeVschen Körper ms reguJären AbeTschen Körpern 
zusamniensetzen, deren Grad eine Primzahlpotenz ist. 

Ein regularer Körper, dessen Grad eine Primzahlpotenz ist, ist da- 
gegen unzerlegbar, weil jeder Teiler eines solchen Körpers jeden anderen 
Teiler von gleichem öder niedrigerem Grade wieder als Teiler enfhillt. 



S 3. Abel^sche Gr^ippen und Oruppencharaktere. 

Ftir die spätere Anwendung sollen zunächst einige der Hauptsätze 
öber Abersche Gruppen zusammengestellt werden, die im Wesentlichen 
bekannt sind. Die Beweise findet man in der oben citierten Abhandlung 
des Verfassers. 

1. Es sei G eine AbeVsche Gruppe vom Grade n, und S seien 
ihre Elemente. Diese Elemente lassen sich durch eine Basis darotellen, 
in der Weise 

(i) S = Si Oj* . • . Sj^ y 

so dass man jedes Element 8 von G ein und nur einmal- erhalt, wenn 
5, (mod Wj), 5, (mod n^), ..., s^ (mod n^) je ein vollstrmdiges Restsystem durch- 
l&uft. Es ist alsdann 

(2) n = n,W2 . . . n^. ^ 

2. Wählt man die Grössen ö>i, cd^, ..., (o^ unter den Wurzeln der 
Gleichungen 

Ö>1 = I, ö>2 = I, . . . , ö>/ r= I 

beliebig aus, und setzt (nach (i)) 

(3) Xi'^) = ^o\'(o^' , . .0)1%^ 

so erhalt man die n Chardktere der Gruppe G, Fttr irgend zwei Ele- 
mente Ä, S von G ist dann stets 

(4) x{S)x{s) = x{SS). 
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Wenn umgekehrt eine Function ;f(S) der Bedingung (4) genQgt, so 
ist sie unter den n Charakteren enthalten. 

Die Charaktere bilden unter sich eine Abersche Gruppe vom Grade 
w, wenn man unter xx'i'^) ^^^ Charakter 

• • •■ • 

versteht. 

3. Auf Grund dieses Satzes lassen sich die Divisoren der Gruppe 
G genauer charakterisieren. Es sei 

ff =^ Sj S'y S*'j . . . 

eine in G enthaltene Gruppe (ein Di visor von G), Ist G durch die Ele- 
mente g nicht erschöpft, so wähle man ein in g nicht enthaltenes Ele- 
ment iSj und biide die Reihe der Elemente 

g^ == Oj o , Oj o , S^ S'\ . . . 

welche lauter von einander und von g verschiedene Elemente enthält. 
Ist G noch nicht erschöpft, so wähle man S^ so dass es wéder in 17 noch 
in g^ enthalten ist, und bilden die dritte Reihe 

ffi = S^S, S^S^j S^S"j ... 

und fahre so fort, bis die Gruppe G erschöpft ist. Diese Reihen g^ g^, 
g^y . . . bilden unter sich eine Abersche Gruppe JBT, wenn wir die Com- 
position derselben in dem Sinne erklÄren, dass g^g^ die Reihe 

9\ff'i = ^1^%^} S^S^S\ S^S^S'% ... 
bedeute. 

Wir betrachten die Charaktere ${g) dieser Gruppe -ff und setzen, 

wenn S<, S[y /S{', ... in gi enthalten sind 

Hierdurch ist eine Reihe von Functionen ${S) bestimmt, welche der Be- 
dingung 

v 

gentigen, und die daher unter den Charakteren x{S) enthalten sind. Fur 
die Elemente S, 8% S'\ ..., die in det Gruppe g vorkammeny und nur fur diese, 

Äet0 mathfmattca, 8. Imprimé le 19 Mai 1886. 26 



202 H. Weber. 

haben alle diese Functionen den Wert + i. Daraus folgt der Satz: 
Alle Elemente einer Aberschen Gruppe (?, fQr welche ein öder mehrere 
Charafctere den Wert + i haben, bilden einen Divisor von G^ und um- 
gekehrt erhftlt man alle Diviso)'en von G, wenn man alle diejenigen Ele- 
mente sucht, welche einem einzelnen öder einer beliebigen Anzahl von 
Charakteren den Wert + i erteilen. 

Der Inbegriff derjenigen Charaktere S{S), welche för die sammt- 
lichen Elemente der Gruppe g den Wert + i haben, biidet unter sich 
eine Abersche Gruppe deren Grad = n:«j ist, wenn n^ den Grad von 
ff bedeutet, und die Gruppe G ist durch diese vollständig bestimmt. 
Wir sägen, die Gruppe g gehöre zu dieser Gruppe von Charakteren (öder 
umgekehrt diese Charakterengruppe zur Gruppe g). 



§ 4. Die Kreiakörper. 

Unter einem Kreiskörper versteht man jeden aus rationalen Zahlen 
und Einheitswurzeln zusammengesetzten Zahlkörper. Ist r eine primitive 
w*® Einheitswurzel, so soll der Körper ii(r), welcher aus sämmtlichen ra- 
tionalen Functionen von r besteht, der vollständige Kreiskörper der Ord- 
nung m heissen, und mit ä^ bezeichnet werden. 

Da man beliebig viele Einheitswurzeln immer als Pot^nzen einer 
und derselben Einheitswurzel darstellen känn, so folgt, dass jeder Kreis- 
körper ein Divisor eines vollständigen Kreiskörpers ist. Man eihält daher 
jeden Kreiskörper und jeden nur einnialj wenn man alle diejenigen Divisoren 
eines vollständigen Kreiskörpers m'''^ Ordnung aufsiichty die niclit zugleich in 
Kreiskörpern niedrigerer Ordmmg enthalteti sind. 

Da r die Wurzel einer irreducibeln Gleichung vom Grade fr(w) ist, 
so ist fr(w) auch der Grad des Körpers ii„,. Die Gruppe des Körpers 
besteht aus sämmtlichen Substitutionen 

(r, r") 

wenn n die sämmtlichen relativen Primzahlen zu m (mod m) durchläuft; 
diese Gruppe, die wir mit N bezeichnen woUen, känn dargestellt werden 
durch die sämmtlichen nach dem Modul m reducierten zu m teilerfremden 
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Zahlen. Diese Gruppe ist eine Abersche, und folglich ist jeder Kreis- 
körper ein ÄhéCscher Körper. 

Um die sämmtlichen Divisoren eines vollständigen Kreiskörpers zu 
ermitteln, hat man nach § 2, n*^ 5 die sämmtlichen Teiler der Gruppe N 
aufzusuchen, d. h. die sämmtlichen nach dem Modul m genommenen 
Zahlsysteme 

(ö?) %> Äj, Ajj, ... 

die sich bei der Multiplication unter einander reproducieren. Zu jeder 
solchen Gruppe gehört ein Teiler von H^^ und umgekehrt, zu jedem 
Teiler von Q^ eine solche Gruppe. 

1. Ist m^ ein Teiler von m, so ist auch der vollständige Kreis- 

körper Q^^ ein Teiler von Q^, Die Gruppe, zu welcher dieser Teiler 

gehört besteht aus allén denjenigen Zahlen A, welche der Bedingung 

genögen 

Ä = I (mod Wj ). 

Sind m^, m^ zwei Divisoren von m, deren grösster gemeinschaftlicher 
Teiler d ist, so gehört (nach § 2, n*^ 5) der grösste gemeinschaftliche Teiler 
von ii„,^, il^ zu der Gruppe 

k = I (mod d) 

und ist also der vollständige Kreiskörper H^. 

2. Nun sollen unter den Divisoren von Q^ diejenigen aufgesucht 
werden, welche nicht zugleich in vollständigen Kreiskörpern niedrigerer 
Ordnung enthalten sind. Nach n° i sind also solche und nur solche Di- 
visoren von ii^ auszuscheiden, die zugleich Divisoren von Q^^ sind, wenn 
m^ in m enthalten ist. 

Auszuscheiden sind also alle diejenigen Divisoren von H^ und nur 
diese, welche zugleich Divisoren von einem der Körper ii^ sind, wenn 

q irgend eine der in m aufgehenden Primzahlen bedeutet. Das heisst, 
man hat von den Divisoren Ä der Gruppe N diejenigen auszuscheiden, 
welche eine der Gruppen 



(Ä,) k=i (mod^) 
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als Teiler enthalten. Die ilbrig bleibenden Gruppen Ä, und nur diese 
liefern primitive Divisoren von i2^, und man erbftit also auf diese Weise 
alle Kreiskörper und jeden nur einmal. 



% 5. Davstellung der Kreiskörper durch die Perioden. 

Uni die primitiven Divisoren ii von ii^ auf die einfachste Weise 
darzustellen, hat man eine möglichst einfache Function von r zu suchen, 
welche zu der Gruppe if von Q gehört. Dass diesen Zweck die Perioden 
(im GAUSs'schen Sinne) 

erfftllen, wird dann bewiesen sein, wenn gezeigt werden kann^ dass unter 
den conjugierten Werten g^j, tj^^ tj^^ ... dicser Perioden nicht zwei ein- 
ander gleiche vorkommen. Um dies zu beweisen, ist es nötig, auf die 
Charaktere der Gruppe N etwas genauer einzugehen. 
I. Es sei 

(i) m = 2^ql^ql^ . . . 

Å = o öder > 2, q^, g„ ... die von einander verschiedenen in m auf- 
gehenden ungeraden Primzahlen. Man setze 

(2) a = b = i iilT Å = o; a = 2, 6 = -^(2^) = 2^"* för A> 2 

^1 = f(??) = fr'{Qi — O' ^2 = i^(??)^ • • • 

und verstehe unter g^j g^y ... primitive Wurzeln von q\y q\y ... Dann 
Iftsst sich för jede zu m teilerfremde Zahl n ein System von Indices 
a, /9, T*!, 7*2, ... nach den Moduln a, i, c^, c,, ... aus den Congruenzen 
bestimmen 

(3) n = (— i)V (mod 2^); n=g\'^ (mod gj»)» n = g^^ (mod g^'), ... 

Versteht man dann unter s, ö, cwp (o^, . . . jmmitive Wurzeln der Glei- 
ehungen 

(4) e" = I, ^* = I, (o\' =1, o>2« = I, . . . 
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und bezeichnet mit a', y^, /-J, f^j ..• die Indices einer Zahl n', so erhäU 
man die Charaktere der Gruppe N in der Form 

(5) Xn{n) = e^'^d^^wr^(o^''^... 

2. Die Charakterengruppe, zu welcher eine der in jf 2, § 4 aus- 
geschlossenen Gruppen Ä,^ gehört, erhält man falls g^^ nur einmal in m 
aufgeht indem man o;? = i setzt, und wenn q^ mehrmals in m aufgeht, 
indem man jfl durch 3, teilbar annimmt. Um die Charakterengruppe zu 
welcher ft, gehört, zu bilden, hat man, falls X= 2 ist, a', falls A > 2 
ist ^ durch 2 teilbar anzunehmen. Die auf diese Weise definierten Charak- 
terengruppen sollen mit 6^,, 6^,, ... , 63 bezeichnet werden. 

3. Ist min Ä ein Divisor der Gruppe iV, h^ eine Zahl. in JV, die 
nicht in Ä enthalten ist, Ä, eine Zahl in N, die weder in Ä noch in 
h^Si vorkommt, u. s. f., so zerfällt N in die Reihen 



Diese Reihen bilden im Sinne von § 3, n*^ 2, eine Gruppe H. Wir be- 
zeichnen mit f (n) diejenigen unter den Charakteren ;f(w), zu welchen 
die Gruppe Ä gehört und mit 6 die Gruppe derselben. Da hiernach 

(6) ,f(Aj = f(Ä,) = e(Ä;,) = ...= i 

ist, so erhält man fftr die Charaktere der Gruppe H die Ausdrttcke 

f (*.)» 5{K\ ^iK\ • • • • 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir 

(7) 7» = ^»^* 

setzen, 

(8) h{h)7}, = h{n)r\ 

4. Es sollen nun die Bedingungen gesucht werden, unter welchen 
mehrere der gy^ einander gleich sind. Ist 

• . 5yi = ly^ = lyv = • • • 
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SO bilden diese in dem Sinne eine Gruppe, dass auch 

ist, und diese Gruppe ist ein Di visor von //, den wir mit H' bezeichnen. 
Die Perioden rjf^ zerfallen in Reihen von gleich vielen unter einander 
gleichen. 

Die Gruppe IV ist wiedcr dadurch charakterisiert, dass sie aus allén 
denjenigen h^ besteht, fftr welche eine gewisse Gruppe unter den Cha- 
rakteren 6, die wir mit c bezeichnen wollen, den Wert + i hat. Die 
tibrigen unter den Charakteren f, welche also för einige Elemente der 
Gruppe H' Von i verschieden sind, bezeichnen wir mit ^'. Solche Cha- 
raktere f" existiereti immer, tvenn H' méhr als ein Element enthält, wenn 
also wirklich mehrere der Perioden rj einander gleich sind. 

5. Ist nun Ä' irgend eine zu m teilerfremde Zahl, so lässt sich die 
Summe (8) so schreiben: . 

• 

Wir nehmen nun an, es sei gy^ = gy^^ , und folglich auch 
dann folgt aus der letzten Gleichung wegen (8) 

H n 

T^{ny = ${h')T${n)r\ 

Findet sich nun der Charakter c unter den f", so känn man h' so 
wählen, dass f(Ä') von i verschieden ist, und daraus folgt: 

(9) Tr{n)r'' = o. 

Diese Bedingung lässt sich nun in folgender Weise umformen. Bezeich- 
nen wir mit r^, r^, r^, ... primitive Einheitswurzeln der Ordnung 2\ 
qVj ??% • • • ^o känn man jede primitive m** Einheitswurzel in der Form 
aimehmen 

(10) r = r,r-r, ... . . 



Theorie der AberscheD 'Zahlkörper. . 207 

Ist dann (nach (5)) 

(i i) r(n) = e«"«^'^ö>?>»ö>p« . . . , 

so zerfällt die linke Seite von (9) in Factoren: 

(12) rs«"«<^^i,-^>''^' iiwf^^if' twf^^ir . . . = o, 

woraus folgt, dass wenigstens einer dieser Factoren verschwinden muss. 

6. Wir wollen nun, um die Kette der Schltisse nicht zu unter- 
brechen die folgenden, im nächsten § zu beweisenden Satze voraussetzen. 

a) Die Summe 



känn nicht verschwinden, wenn x^ = 1, also q^ ein einfachcr Factor von 

m ist; ist x^ > i so verschwindet dieser Ausdruck dann und nur dann, 

wenn 

ri=o (mod(7j. 
b) Die Summe 

verschwindet, wenn Å = 2 ist, dann und nur dann, wenn 

a" = (mod 2) 

und wenn A > 3, dann und nur dann, wenn 

y9" = o (mod 2). 

7. Hieraus schliessen wir zunachst, dass die Gleichung (9), (12) 
auch dann noch befriedigt sein muss, wenn ^' durch einen der Charak- 
tere ^ ersetzt wird. Denn setzen wir 

und nehmen an es sei, falls m durch eine höhere als die erstc Potenz 
von (7i, 52? ••• teilbar ist, f^ /-j? ••• i^icht durch r/j, y^, ... teilbar, ebenso 
falls w durch 4 aber nicht durch 8 teilbar ist, a', und falls m durch 8 
teilbar ist y9' ungerade, wie es nach n*^ 6 sein muss, wenn S6'(n)«" von Null 
verschieden ist, so känn man in dem zusqjnmengesetzten Charakter 
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der ofFenbar zu den Charakteren f" gehört, die ganze Zahl s 80 bestim- 

»k 

men, dass /-Js + f^ nicht durch ji, f^s + r«' ^»cht durch g^^ u. s. f. und, 
eventuell, a's + a" öder y^s + y9" nicht durch 2 teilbar wird. Dadurch 
aber kommt man zu einem Widerspruch mit der Gleiehung (9). 

8. Nach n° 2 und n*^ 6 känn man dem hiermit Bewiesenen den fol- 
genden Ausdruck geb.en. Wenn unter den zur Gruppe Ä gehörigen Perioden^ 
rjf, mehrere gleiche vorkomnieny so muss jeder der Charaktere f , der Gruppe 
© in einer der Gruppen g^^, ®^^, ,.., 62 enthalten sein, (wobei nur die- 
jenigen Primzahlen y,, 5^, ... in Betracht kommeri, welche mekrfache Fac- 
toren von m sind und ©, nur falls m durch 4 teilbar ist). 

9. Daraus känn nun weiter gefolgert werden, dass unter den Gruppen 
®ffi' ®y.' • ' • > ®» mindestens eine durch die Gruppe 6 teilbar ist, wwrf dass 
folglich Ä rfwrcÄ mö der Gfruppen Ä,^, Ä^^, . . . , iJ^ teilbar ist. Es ist 
nämlich, wenn ;f ein beliebiger der Charaktere von N ist, ^^^ in Cf^^, ;f** 
in 6^.^, . . . , ;f ' in ©^ enthalten. Nehmen wir nun an, es sel kcine der 
Gruppen 6^^ 6^^, ..., 62 durch 6 teilbar, so känn man die Charaktere^ 
fo? fp fa> • • • ^" ® s^ wilhlen, dass f^ nicht in 6^, f^ nicht in 6^,, f^ 
nicht in K^,, . . . enthalten ist; dann ware aber der zusammengesetzte 
Charakter 

So Si s t • • • 

zwar in 6, aber weder in 6^^ noch in 6^,^.. noch in Q.^ enthalten, ent- 
gegcn dem in n*^ 8 Bewiesenen. 

10. Hieraus folgt nun, dass, wenn man die in § 4, n° 2 charac- 
terisierten Gruppen aiisgeschieden hat, untér den conjugierten Perioden 
niemals mehrere gleiche vorkommen, und dass man also sämmtUche Krets- 
körper rational durch diese Perioden darstellen känn. Man känn die- 
selben sogar in einem gewissen Sinne linear durch die Perioden ausdröcken. 
Denn setzt man allgemein, auch wenn a nicht relativ prim zu m ist 

• • • # • • 

so erhalt man, wenn ky k' von einander imabhangig die Gruppe ff durch- 
laufen, för beliebige a, 6: 

r • • • 

-*- 

t, k' k, k' 

Va76 — ^^^ — ^^' — ^^'/ak^b' 



Theoric der Abersclien Zahlkrtrpcr. 209 



§ 6. Beweis des Lemnia n° 6. 

Ziir Vervollständigung bleibt uns noch iibrig die in n*^ 6 angcföhrten 
Hilfssätze zu beweisen. 

I. Ist zunåchst p eine ungerade Primzahl, r eine primitive Einheits- 
wurzel der Ordnung p^^ w eine solche der Ordnung ^(2^"), g eine pri- 
mitive Wurzel von p', und fttr jede durch p nicht teilbare Zahl w 

(i) g'^ = fi {modp'') 

so setzen wir, indem wir n ein vollstHndigcs System modulo j;" in con- 
gruenter durch p nicht teilbarer Zahlen durchlaufen lassen, 



n 



(2) (ö>'', >•) = Zö»*'»-" 



II 



(3) ■ (ft>*, 1") = ty-*' T ä)*''»-» = »-">•■ (ö)*, r), 

imd wenn man mit r" multipliciert und die Summe nimmt: 



n, n 



(4) (ö>-^ r){o)\ r) = Zö>'^r"'^"+*\ 

a) Ist ;r = I, so ist die nach 71' genom mene Summe 



n 



und da 



also fCir 



5;,.«("+i) = — I, n <2)— i 

'•= p— I, n =p— I, 

g - = — I (mod 2))i 



y— I 



so folgt 



(5) K, rtio-", r) = (- i)*i,. 

Es känn also in diesem Fall {co^y r) nicht versclnvinden. 
b) Ist ;r > I , so ist 

n 
Aftd math^matira K. Iniprimt' lo 20 Mui 1«S6. 27 
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iminer diuin = o, wenn « + i nicht diirch p' ^ teilbar ist, und ea Ut 

I 
fnr n + I = p"", "^r^^^nhiy ^ p^'-^(^j) _ i), j- = - ^[p') 



worin A und v gleichzeitig ein volIstÄndiges Rcstsystem modiilo p durch- 
laufen (mit Ausschluss von o). 
Hiernach wird also 

v 

also Avonn 7* nicht durch p teilbar ist 

(6) (ä>*, r){(o-\ r) = (— i)*;>^ 
Ist abor h durch p teilbar, so folgt aus (3) 

und wenn mnn die Smnnie Hber alle A biidet, 

(7) (ö>*, r) = O, A = o (modj)), 

womlt n° 6 a) dcii vorigen § bewiesen ist. 

2. Es seien jetzt r, W primitive Einheitswurzoln der Ordnung 2^ 
2^~^, und fQr jodes ungerade n 

(8) (— iYs''^n (mod 2^), 

worin a, ^'9 wie in § 5, (i) naeh den Moduln Oy h genommen sind. 
Setzen wir nun 



II 



(9) [(-0% «*•» r] = r(-ir^v', 

dann ermebt sich zunJlchst direct: 

a) Ist A = 2, so vers(!hwindet [( — 1)'^, rt*, r\ dann und nur dann 
wenn h = o (mod 2). 

b) Ist A "> 3, so folgt wie oben 

(,o) [(— 1)", B\ v"'] = (— !)--*"■« •''''■[(— i)\ rt'-, r]. 
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also: 



n,u 



[(— O*. ^1 '•][(— 0~*. ö"*» r] = Z(— .i)*"Ö*'''/-»'<'+">. 
Dic nach n' geiiomiiienc Suinmc ist nun 

n 

5^^n(H+i) _ Q^ wenn n + i nicht durch 2^"^ teilbar ist, 

= 2^-* fttr n + I = 2\ a = I, y9 =- o 

= — 2^'-' fttr w + I = 2^-^ a = I, /9 = 2^-% 

woraus sich, falls k ungcrade ist, 

(i i) [(— i)V 6\ r][{— jy\ Ö-*, r] = (— i)^2\ k= i (mod 2) 

ergiebt. 

Setzt man abcr in (10) 

n' = I + 2^"% 
also 

r'*' = — r, a' =- o, /? == 2^-% 

80 folgt 



woraus inimittelbar hervorgeht, dass im Fallc eines gcraden A; 
(12) [(— \)\ 8\ r\ = o, ÄJ = o (^mod 2), 

womit also aucU n° 6 b) des vorigcn § bewieseu ist. 



§ I. Uie Ideale der voUständiffcn Krcishörper. 

Dic Primideale öder idealen Primfactoren in den vollstandigen Krcis- 
körpern beliebiger Ordnung hat Kummeu aufgestellt in der Abhandlung: 
Tlworie der idealen Primfdctoren der complexen Zahlen, ivelche aus Wurzeln der 
Glekhung w»" = i gehildet sind, wenn n eine zusammengesetzte Zahl ist. (A b b. 
der Berliner Akadcmie, 1856.) Das Resultat findet man in anderer 
Form bei 7). § 179 und zwar vollständig abgeleitet fur den Fall, dass 
die Ordnung eine Primzahl ist; man gelangt abcr auf wcsentlich dem- 
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selbeii Weg auch zii den iillgeiucinen Hesultiiteii, von wclchen hicr, soviel 
in (ler Folge gebraucht wird, zusaininengestcllt werden soll. 

1. Die Potenzen von r: i, r, r^ . . . , r*'^*"^"^ bilden im Körper ii,„ 
eine Basis von o, d. h. es liisst sich jede ganze Zahl des Körpcrs ii,„ als 
ganze rationale Fuiiction, höchstens vom Grade ^'{ni) — i mit gängen ra- 
tionalen Zahlcoöfficienten darstellen. 

2. Ein beliebiges Ideal a öder eine Zahl a des Körpers H,^ gelit 
durch die Substitution (/', ;") in ein conjugiertes Ideal öder eine conju- 
gierte Zahl tiber, welche wir mit a,, a„ bezeichnen, worin n relativ prim 
zu in ist. Die zu eineni Primideal conjugierten Idealc sind ebenfalls 
Priniideale und wenn eine ganze rationale Zahl durch irgend ein Ideal 
teilbar ist, so ist sie auch durch die sÄmmtlichen conjugierten Ideale teilbar. 

Ist p ein in der rationalen Primzahl p aufgchendes Primideal und 

isr(p) = / 

SO heisst p ein Primideal /"''" Grades. 

3. Ist p' die höchste in in aufgehende Potenz von p^ m = i/w', 
und gehört 2> zum Exponenten f (mod w'), so ist fr(w') = ef^ und oj^ ^^t 
die ^{p^Y'' Potenz eines Products von e von einander verschicdenen Prim- 
idealen f^^"" Grades, 

4. Ist ins Besondere j?/ = i, also j) in m nicht enthalten, und 
gehört p zum Exponenten f (mod m) so zerfällt 2^ J^* ^ verschiedene Prim- 
idealc /^'° Grades. Untcr den conjugierten Idealen p„ sind 

und nur dicse mit einander identisch, woraus hervorgeht dass die e in j; 
aufgehendcn Primideale conjugiert sind. 

5. Die Primideale p sind daim und nur dann vom crsten Grade, 
wenn 

2) =1 I (mod m). 

In diesem Falle ist jede ganze Zahl des Körpers i2^ mit emcr ganzen ra- 
tionalen Zahl nach p congruent, und wenn r mit a congruent ist, so muss 
a zum Exponenten m nach dem Modul p gehören/ Ist daher g eine 
primitive Wurzel von pj so können -svir setzen 

* Ist Dämlich r = a (luod p), so folgt a'" = I (mod //) uod dicse Congrucnz känn fUr 
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(') 


r-g '" (modp,), 


woraus folgt: 


• 


(2) 


;.— 1 

»•" g "• (inodpj 



oder, wciin n' hus der Coiigruenz 

(3) nn' = I (med m) 

bestiinmt wird 



-n^-' 



(4) r=g "• (modp,) 

wodurch die conjugierten Ideale p„ vollständig charakterisiert sind. 

6. Ist m =^ q^ cine Priinzahlpotenz, so ist q associicrt mit (i — r)^"*^ 
lind 0(1 — r) ein Primideal, also o? die jr(my*' Potenz eines Primideals 
ersten Grades, und zwar eines Hauptldeals. 

7. Es sei m, ein Teiler von w, 



m = m^m^j 



und folglieh ii,^^ ein Teiler von ä,,^. Es sei ferner /> eine Primzahl 
= 1 (modmj und teilcrfremd zu m. Diese Primzahl zerfnllt im Körper 
a^^ in fr(^Wj) von einander versehiedene Primideale, die wir mit 5p„, be- 
zeichnen, wobci w^ ein voUständiges System zu m^ teilerfremder Zahlen 
durchläuft; setzen wir r*"* = r^y so geht 5p„, aus 5Pi hervor durch die 
Substitution (rj, rj»), Die Ideale o5p„^ sind nun Ideale im Kör[KT U^, 
welchc der Bedingung gentlgen 

und die daher keine anderen idealen Primfactoren cnthalten können als 
die Primfactoren p„ von p in fi,,^ und die zusammen alle p„ und jeden 
nur einmal enthalten. Wenn pj in o^^Jj aufgeht, so geht p^ in o5|J« auf; 
da aber 5p^ ungeändert bleibt, wenn sich der Index um Vielfache von 
m^ ändert, so folgt die Zerlegung 

s s 



keine nicdcigerc Potenz von a stattfinden, weil m = 11(1 — »**), also keincr von den 

' i,m-r ^' 

Factoren (l — r') durch p tcilbar soin känn. 
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woriii sich die Productc nach s nur sowcit zu crstrcckcii haben, als sic 
von cinander verscliiedeiie Ideale p„ liefern. 

8. Ist m eine Poteiiz einer tmgeraden Frimzahl y, iind ist m^ > i 
der grösste gemeinschaftliche Teiler von p — i und wi, so ist 

^"** El I (mod m) 

und w?2 ist die ^niedrigste Potcnz von p wclche diescr Bedingung genftgt^ 
so dass in der Keihe 

sämmtliehe Zahlen von der Form i + sm^, 5 = 0, i, ..., m^ — i, und,. 
nach dem Modul m reduciert, jcde nur einnial, enthalten sind. Es zerfällt 
also nach n*^ 4 jr> im Körper ii„^^ und im Körper Xi,„ in gleichviel Ideal- 
factorcn und es ist daher 

Ist (/ = 2, so gilt dasselbe nur unter der Voraussetzung dass tn^ ^4 ist; 
flir m^ = 2 wttrde der Körper ii„^^ mit. dem der rationalen Zahlen zu- 
summenfallen.^ 



§ 8, Udff Kttnnnei^^Hche Theorem. 

Es sei jetzt p wie oben eine Primzahl ee i (mod m), /* eine m^*", i\ 
eine p^"" Einheitswurzel, und g eine primitive Congruenzwurzel von p^ 
welche als Basis eines Systems von Indices genommen wird. Setzen wir 
in den Ausdrticken (2), § 6, )\ an Stelle von r und r an Stelle von ö>*, 
so gehen dieselben ttber in 

(i) (r, r.) = (r, 5y) = Zr^-o-rl, 

ein Ausdriick, der nur von den in Perioden » 

(2) 57, = »1 + rr +.... + »-r'"" 

* Dlcsc Sätzc sind ganz specielle Fällc cincr allgemeiDCD Untcrsuchung von Dede- 
KiNi) Uber die Ideale in den Divisorcn eines Normalkörpers, deren baldigc Veröffent- 
lichung sehr dankenswert wäre. Vgl. auch Dedekind: Sur la ihéorie des fiombres euiiers 
algéhriques, § 27 (Bulletin des sciences mathdmatiquos 1877); Compfes rendus 
der Pariser Akademie vom 24'*^° Mai 1880. 
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abhiingig ist. Ersetzt man in demselben r^ durch r\, so folgt: 

(3) (r, V>) = »-'"'"(^ 7). 

woraus hervorgeht, dass 

(janze Zahlen des Körpers Q^ sind, wenn (i, a', ft, i', ... ganze positive 
der Bedingung aa* + ^'>' + • • • ^ o (mod m) genftgende Zahlen bedeiiten. 
Aus der Formel (5), § 6 

(5) ('•",'?)(»-", rj) = ±p 

folgt, dass in den Zahlen (r", tjY keine anderen Primideale aufgchen als 
solchc, die auch in p enthalten sind, und es ist eine schöne und wich- 
tigc Entdcckung von Kummer,^ dass die Zerlegung dieser Zahlen in ihre 
Primfactoren vollstilndig durchgefQhrt werden känn. Da diese Zerlegung 
för unsere Aufgabe von der grössten Bedeutung ist, so soll dieselbo hicr 
reproduciert werden. 

Multipliciert man die Gleichung (3) mit 7-<«+^)»n<i»'^j und nimmt die 
Summe ttber .alle positiven v, die kleiner als p sind, so folgt wegen (i) 

(6) (r', 5y)(r, yj) = Z r(^+i)«ndv+indvyv(v-fo. 

fdr v' = I? — I verschwindet die nach v genommene Summe, falls, wio 
vorausgesetzt scin soll, r eine primitive wi^^ Einheitswurzel und s + i durch 
m nicht teilbar ist. Wir können daher die linke Seite von (6) nach (3) 
'so schreibcn: 

v' v 

und erhalten also: 

(7) (^> ?)(^. ?) __ J- ^.imlv-(5fl)imUv + l) __ ^ /^,\ 

SO dass (J\{r) eine ganze Zahl in ii„, ist. 

* In der oben citirteii Abhaodlung. Vgl. auch Baciimann, dk Lehre von d. Kreis- 
ieilung, XIX. Vorlosung. 
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WerKlen wir (7) an auf s = i, 2, . . , , m — 2, ro folgt: 

(r, ^)(r'"-*, ,y) = (t—', yj)il'^..,{r\ 
lind durch Multiplication 

woraiis endlich noch mittels (5) folgt: 

(8) (*•, 7)" = ± P<l\{r)4>,{r) . . . ^.„_,(r). 

Der in (7) enthaltcnc Ausdruck von (f\ nuiss nnn noch umgeformt werden. 
Setzt man 

(9) indv — ind(i +j;) = j;' [moAp — i) 

so durchlfluft v' gleichzeitig mit v, wenn auch in anderer Ordnung, die 
Zahlcn i, 2, ..., p — 2, da von den Werten der linken Seite von (9) 
nicht zwei unter einander und keine der Nnll oon<:'ruent sind nach dem 
Modul p — I. Es ist dimn ferner 

/ = j;r/-*"'^^^+''> (modjf?) 
öder 

([ + v)/ = v (mod 2)), (i + j;)(i — /)= i (mod|;), 

also 

ind(i + v) = — ind(i — g") (mod^) — i), 

nnd liiernacli lasst sich (7), wenn man wieder v an Stelle von v' setzt, 
so darst ollen: 

(10) é.(r) = Z ,•'+»""'*'-»'). 

Ist nun p„ eines der in j^ aufgehenden Primideale nnd also (nach n° 5 

(4) § 7) 

(ii) r — !i '" (mod pj, mi' -^ i (mod vi) 
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SO folgt ans (lo), wenn wir mit 



o den kleinsten positiven Rest von — sn 



,v- I 



m 



(ii) [mod(i>— i)] 

f— I 



r J) )) J) )) D w 



in 



bezeichnen, so dass <t, so länge 5 + i < m ist, niemals = r sein känn, 

( 1 2) il>. = ^,.9"" ( I — (fy (mod p,), 

wobei das dem v = o entsprechende Glied als verschwindend beigefögt 
werden känn. Entwickelt man diese Formel nach dem binomischen Satze, 
so ergiebt sich 

(13) i^'.^ 1 1 (- ^y vu^^r—rr'"' (™°dv-)- 

Nun ist die nach v genommene Summe nach dem Modul jp mit o con- 
gruent, wenn v' nicht = r ist, und mit — i fOr v' = t, und daraus folgt: 

</), = o (mod p.), «T < r 

im letzteren Fall also ^, w/cÄ< durch p^ teilbar. Ist n + n^ = o (mod w), 
so ist ö" + öTj = r + r, = o [mod {p — i)] also [a — r) + {a^ — r,) = o, so 
dass also ^, von zweien Idealen p^, p_„ immer durch eines und nur durch 
eines teilbar ist. 

Da ferner aus (7) mittels (5) hervorgeht 

(15) Mr)'l>.{r-')=P, 

I 

SO folgt, dass <ps{r) nicht durch das Quadrat eines Primideals teilbar ist. 
Hiernach findet sich leicht die Zerlegung von 

indem man abzählt, wie oft ein Primideal p„ in dem Product auf der 
rechten Seite vorkommt. 

Åeta mathematica. 8. Imprimé U 3 Jain 1886. 28 
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Verstehen wir unter t^ t' die kleinsten pasitiven Beste von «, n' nach 
dem Modul m^ 8o ist 

und die kleinsten positiven Reste von — w', — 21?', . . . , — {m — 2)n' 
nach dem Modul m sind 

I, 2, t' — I, /' + I, . . . , w — I. 

Unter diesen sind t' — i, welche kleiner als t' sind, und ebenso oft kommt 
also p, in ^'1 ^2 • • • i^m-2 vor. Dazu kommt noch einmal der Factor p, in 
Py und daher: 

(16) o(r, ly)" = Hp;-, 

worin t' die kleinste positive Zahl ist, welche der Bedingung 

(17) ti' = 1 (mod m) 

gentlgt, wodurch die gesuchte Zerlegung gefunden ist Wir bemerken 
zu derselberi nur noch, dass man tlber die Einheitswurzel r öder ftber 
g so verftlgen känn, dass unter den conjugierten Factoren von p jeder 
beliebige an die Stelle von p^ tritt, wie aus § 7, n® 5 sofort hervorgeht 
Der hierdurch bewiesene Satz ist namentlich deshalb von Wichtig- 
keit, weil er ganz allgemein ausser der Primzahl p selbst gewisse Com- 
binationen der conjugierten Primideale p„ kennen lehrt., welche Haupt- 
ideale sind. 



8 9. Von den Binheiten i/m K&rper Qm* 

Wir schliessen diese Betrachtungen mit dem Beweis zweier S&tase 
Qber die Einheiten in den voUständigen Kreiskörpern, welche ebenfalls, 
wenigstens fftr den Fall dass die Ordnung des Körpers eine Primzahl ist, 
von KuMMER bewiesen sind.* 



^ Ygl. Kummer: Beatimmung der Anzdhl nicht aequivalenier Classen för die aus 
Å'^ Wurzeln der Einheii gebildeéen complexen Zahlen und die ideaten Factoren dersetben, 
Zwei beaondere Untersuchungen Uber die Classenanzahl und iib&r die Binheiten der aus Åf** 
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1. Ist &{r) eine ganze Zahl des Körpers ii„, welche der Bedingung 
genflgt 

(1) . é(r)ö(r-') = I, • 
80 i8t notwendig 

(2) &{r) = ± r^ 

worin y ein ganzzahliger Exponent ist. In Folge der Formel (i) ist 
nämlich &{r) eine reducierte Einheit des Körpers ii^ und mithin eine Ein- 
heitswurzel (vgl. D., § 177, S. 566). Ist also &(r) = + p, so muss der 
aus p entspringende vollständige Kreiskörper ein Teiler von Q^ sein, und 
folglich muss p eine Potenz von r sein. (§ 4, n° i.) 

2. Ist m = }* eine Primzahlpotenz, so ist jede Einheit &{r) des 
Körpers ii^ in der Form darstellbar 

(3)' S(r) = ,-e(r) 

worin e{r) eine reelle Einheit, d. h. eine Einheit ist, welche der Bedingung 

(4) e(r) = e(r-) 

gentkgt, und folglich nur von den zweigliedrigen Perioden 

• r + r"^ 

abhängt. Um dies zu beweisen, wenden wir den Satz n° i auf den 
Quotienten 6(r):S(r""*) an, wodurch sich ergiebt: 

(5) Hr) = ± i^&{r-'). 

a) Ist zunächst g ungerade, so känn v gerade angenommen werden, 
da man v eventuell durch v -{' m ersetzen känn, und es lässt sich zeigen, 
da^s in (5) das untere Zeichen unzulässig ist; denn nach § 7, n° 6 ist 
0(1 — r) ein in } aufgehendes Primideal, und au^ (5) folgt 

&{r) = &{i) = ±&{i) [mod 0(1— r)], 



Wumeim der Einheit gehildeien complexen Zahle»y beidc in Grellb^s Journal^ Bd. 40. 
Méwunre sur la ihéorie des nombres complexes cotnposés de racines de funité et de nombres 
euiierSj Journal de Liou ville, T. XVI. 
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woraus fOr das untere Zeichen folgen wttrde 

&{)') = o [mod o(i — r)\. 
Es könnte also &[r) keine Einheit sein; also hat 



] 

v 



(6) c{r) = r ' &{r) 

die in (4) verlangte Eigenschaft, 



1 

— m 



b) Ist y = 2, so ist r^ = — i, und man känn daher (5) in der 
Form schreiben 

(7) Hr) = ^Hn- 

Es ist jctzt zu zeigen, dass u geradc sein muss. WHre v ungerade, so 
wftrde aus (7) durch Vertauschung von r mit — r folgen 

Die Einheit e(r) wörde sich also als lineare und honiogene Function von 

mit ganzzahligcn Coefficienten darstellen lassen. (§ 7, n® i.) Es wäre 

also 

e(r) = e(i).^-o [mod 0(1 — r)] 

was dem Begriff der Einheit widerspricht. Setzt man daher 

(8) r^'ö(r) = c(/-) 

so genögt diese Zahl der in (4) gestellten Forderung. 

Ist 791 eine zusammengesetzte Zahl, so findet der in n° 2 ausge- 
sprochene Satz nicht mehr statt 

3. Ist m wieder eine Potenz von 2, so findet sich unter den mit r 

conjugierten Zahlen auch — r. Eine Zahl, die durch die Substitution 

(r, — r) ungeändert bleibt, gehört dem Körper Hm an, während eine 

2 

Zahl, welche durch diese Substitution ihr Zeichen ändert, durch Multipli- 

Ciition mit r in eine Zahl des Körpcrs Hm verwandelt wird.* Es lässt sich 
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nun auf dem in b) eirigeschla genen Wege beweisen, dass bei einer reellen 
Einheit dieser letztere Fall nicht eintreten känn, dass also eine Einheit 
ö(r) des Körpers ii^ nicht gleichzeitig dic beiden Bedingungen 

&{,-) = &{r-'), ${,■) = —&{— r) 

erföllen känn; denn cs wftrdc eirie solche Funetion linear und homogen 
mit ganzzahligen Coöfficienten darstellbar sein durch 

(f + r-), (/•' + r-% (r" + r-% ... 
und folglich ware 

&[r) = &{i) = &{ — i) =E o [mod o(i — r)] 
was bei einer Einheit nicht möglich ist. 



II. ÖBEE DIE ANZAHL DEE IDEALOLASSEN UND DIE EINHEITEN 
IN DEN KEEI8KÖBPEBN, DEEEN OEDNUNG EINE POTENZ 

VON 2 IST. 

In den grundlegenden Arbeiten (iber die idealen Primfactoren der 
complexen Zahlen hat Kummer dic Anzahl der Idealclassen in den Kreis- 
körpern von Primzahlordnung bestimmt. 

In der vorliegenden Arbeit soll nach denselben Principien eine Un- 
tersuchunff tlber die Anzahl der Idealclassen durchgeföhrt werden fUr 
den einfachsten Fall, in welchem die Ordnung eine zusammengesetzte 
Zahl ist, namlich eine Potenz von 2, welch^ ftlr die spätere Anwendung 
auf die Theorie der Aberschen Körper notwcndig ist, wohl aber auch 
einiges selbständige Interessc beanspruchep känn. Die vorhergehendc Ab- 
handlung uher AheVsche Körper und Kreiskörper sdll mit I citicrt werden. 
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§ 1. JErster Ausdruck fur die Anzahl det* Idealclassen. 

Es sei Å eine positive ganze Zahl, grösser als 2, und wir setzeii 

(1) m = 2\ u = 2^"*, /i = 2^~% f (wi) = 2^~\ 

Es sei r eine primitive m** Einheitswurzel, also eine Wurzel der irredu- 
cibeln Gleichung 

(2) x^'''^ +1=0 

und ii^ öder iix öder kurz ii der vollständige Kreiskörper der Ordnung m. 
Bezeichnen wir mit a die sllmmtlichen Ideale des Körpers ii, mit 
N{o) ihre Normen, so hängt die Bestimmung der Anzahl h der Ideal- 
classen des Körpers H ab von der Bestimmung des Grenzwertes 

(3) ""^(^— 0S-5^, = ^A. 

worin ^ ein Zahlenfaclor ist, dessen Definition und Bestimmung weiter 
unten zur Sprache kommen wird. 

Die in (3) vorkommende Summe lasst sich zunachst in ein unend- 
liches Product umwandeln, welches auf alle Primideale p des Körpers 
ii erstreckt ist * 

Nun ist (vgl. I, § 7, n° 4, n** 6) unter den Idealen p zunachst ent- 
halten das Hauptideal 0(1 — r), dessen Norm = 2 ist. Wenn ferner p 
eine Primzahl ist, welehe (modw) zum Exponenten 2* gehört (A <^ A — 2), 
so zerfallt op in 2^""*"* verschiedene Primideale vom Grade 2*, deren Norm 

also = p^ ist. Demnach wird 



l.jA-ik-l ' 



worin dag Product II sich auf alle ungeraden Primzahlen p erstreckt. 



* Vgl. z>., s. 578 f. 
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Wir betrachten nun die Gruppe N der riach dem Modul m genom- 
menen unfferaden ZaUen n, deren Grad 2^"* ist, und ihre Charaktere 
. /(»). Ist n elne zum Exponenten 2* gehörige Zahl, so bilden die Po- 
tenzen von n einen Divisor von N vom Grade 2*, und unter den Charak- 
teren ;f giebt es (I, § 3, n'' 3) genau 2^"*""^ welche der Bedingnng 

X{n) =1 • - 

genögen, Die sämmtlichen Charaktere ^ zerfajlen also in 2* Reihen, 
deren jede nur solehc / enthalt, fttr welche /(w) einen nnd denselben 
Wert hat, während dieser Wert för die verschiedenen Reihen verschie- 

den ist. Da nberdies alle /(») (wegen «'*=i (modm)) 2*** Einheits- 
wurzeln sind, so folgt: 

Unter den 2^~^ Wertm ^{n) kommt Jede 2*" Einheitstvurzel und jede 
genau 2^""*""^ mal vor. Dies Resultat können wir auch, wenn ir'eine be- 
liebige Variable bedeutet^ so schreiben: 

(6) {^ - x^f-'-' = il\i - x{n)x], 

worin das Product sich auf alle Charaktere ;f erstreckt, und n eine be- 
liebige zum Exponentgn 2* gehörige Zahl bedeutet. Setzen wir ir=^~' 
imd « = ^, so nimmt hiemach die Formel (5) die Gestalt an: 

Entwickelt man, ähnlich wie in (5) die einzelnen Faetoren auf der 
rechten Seite von (7) nach Potenzen von p" und vereinigt dieselben dann 
durch Multiplication, so folgt wie dort 



X « 



/(^O 



(8) V_L^ = _L_TTV^ 

worin jetzt die Summen rechts auf alle ungeraden Zahlen n und das 
Product auf alle Charactere ;f zu erstrecken ist. 

Setzt man dies in (3) ein, so känn der Grenzubergang ausgeftlhrt 
werden; es ist namlich 

(9) 1"^^ 7— F"' 12 "^ = ^' 

*=i I — 2 ^^ n 



(10) xxmj^^—r=l^^— 
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wenn in (lo) der Hauptcharakt(?r ausgeschlossen wird und rechts die un- 
endlichen Reihen nach der Grössenfolge der Zahlen n angeordnet sind. 
{D.y § 1 1 0, 117.) Demnach ergiebt sich aus (3), wenn in dem Product 
n jetzt der Hmiptcharakter ausgescMossefi wird 



% 2. Fortaetzung. 

Nach I, § 5, n° I erhält man die Charaktere ;f (n) folgender Maassen. 
Es seien a, /9 die Indiees von w, also: 

(i) .( — iy5^ = n (mod 2*), a (mod 2), ^ (mod 2*-') 

und es sei e = + i, O eine belielnge 2^"^'* Einheitawurzel, so hat man 
in (11) des vorigen Paragraphs alle AusdrOcke von der Form zu setzen 

(2) xi*^)-^'^ 

mit alleiniger Ausnahme von e = + i^ d = + i. 

Die in (11) auftretenden Summen zerfallen dann, je nach den Werten 
von 0j e in verschiedene Glassen. Setzen wir nämlich, wenn sammt- 
liche primitive 2^"^^ Einheitswurzeln durchlftuft 

SO erhält man, da die Indiees för den Modul 2* denen ftlr den Modul 2\ 
falls k < Å ist, nach den Modul 2* congruent sind, die sämmtlichen in 
(11) vorkommenden Factoren, wenn man in P^ 3 , 4, . . . , A , uncj in 
^;^ 2, 3, 4, . . . , A för X setzt. Demnach wird 

(4) 9h=Q,P,Q,P,Q,...P,Q,. 

För Q^ erhält man direct den Wert 

(5) e.-, -1 + 1-1 + .,. = ?. 
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und wir können claher bei der ferneren Berechnung von P^^ Q^ stets 
A >" 3 voraussetzen. 

Um die Snmmen P^, Qx zu bestimmen, setzen wir (D., Seite 596) 

(6) ix{t)r' ^ fix), 

worin / alle imgeraden Zalilen die Meiner als m sind, durchläuft, so dass, da 

X{t + 2'-') = - x{t) 

f{x) verschwindet, sobald fQr x eine rficht primitive m^ Einheitswurzel 
öder Nnll gesetzt wird. Dann ergiebt sich 

1 

O 

worin die Lof^arithmcn so zu nehinon sind. dass ihre iina«;inJlren Bestand- 
teile in dem Intervall + -i liec]ren. 

Nun ist aber nach der in I, § 6, (9) eingefttlirt^n Bezeiehnnng 

(8) /•(»•) ^Zs-^^V = (£,/?, r), 
worin a, y9 die Tndioes von t sind^ nnd also (I, § 6, (10)) 

(9) /-(r') -£-"<? Y('-)' 
und folglich 

(10) ^/^l^ -'-(., 0, r)Zs-«r'Mog(i -,-'). 

Diese Formel gilt auch noch för A = 2 und giebt wie oben 

00 Q. -I' 

Ferner erjriebt sich ans (lo) fttr A = 3 

^ ' ^' ^3 5 7 9 II 2v/2 

/ \ T» I I . I . I I I , V2 + I I 1 / - . s 

^ ^^ ' 3 5 7 9 II 2^/2 ^v'2 — I v'2 

Arta math^matira. 8. Imprlmé le a .liiin 1886. 20 
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Ist A> 3, so kommen dic Factorcn in den Produeten I\y Q^ stets paar- 

weise vor, so dass zwei Factoren, welche den Werten ^, 0~^ in ^ ent- 

sprechen, ein Paar bilden, und bei der Berechnnng diesor Pnare hat man 
die in I, § 6, (ii) bewiesene Formel 

(14) (^. Oy r){~. /?-^ r) -•- sm 

zu bcnntzen. 



§ 3. Bestim^niang der Factoren Qx. 

Die Bereohnung der P^ nnd Qx, (A>'4) gestaltet sieh versohieden, 
Wir beginnen mit Q^, nnd setzen zur V^ereinfachnng 

so duss nach (3), (10), (14) § 2: 

Um f'(/?) zn berechnen, bemerken wir, dass dnrch die Vertanschnng von 
t mit 1)7 — /, der Index a in a + i Obergeht, wiVhrend y9 nngeHndert 
bleibt, nnd dabcr erhfilt man ffir jr(/?) anch 



m 



(3) f (/?) = ^. !(- lYft-'-' log (I - ;•'), ' • 
nnd dnrch Addition beider An^drOcke 

(4) <f\0) - Ai:(- ,)«/?-''Iog(- r'), 

worin der nnnmehr rein imamnUro Lof]jarithmns in dom Intervall + ri 
liegt. Wir k<\nnen also setzen 

(5) 
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und t iöt alsdaiin, wiu obcri, der kleinste positive Hest von 

( — ly^^ (mod m). 
Danii wird, da £( — i)"^''* verschwindct: 

(6) <f{d)--=\i{-iYd -H. 

Zwei Werte von ty welche deniselben y5, aber verschiedcnen AVerteii von a 
entspreclien, ergiUizen cinandcr zu m , und da auch ^&^ verschwindct, so ist 

(7) <f{d) -=i.e-H, 

0,v— 1 

wenn t den kleinsten positiven Kest von 5'^ (mod m) bcdeutet. Der Aus- 
druek (7) lässt sicli aber noch weiter vereinfaehen. Es ist nilmlich 

(8) (fio) = r oH + r o-''t. 

Setzt man in der letzten . Summe ^ + /i an Stelle von ^ und bezcichnen 
den kleinsten positiven Rest von 5'^^^'* (mod m) mit t^^ so folgt, da ^ = — i 
ist: 

(9) ^{o) = io-'^{t-t,). 

Es ist darin 

(10) ' u,—t~5''{5'''— i) (mod;;0, 

also t^=t naeh dem Modul 2^""^, aber nicht naeh dem Modul 2^. Es 
ist daher 



(11) t == t^ + S^,2 



A-1 



und s^ = + 1, je nachdem ^ ^ 2^~^ ist, da sowohl t als /, positiv und 
kleiner als m sind. 

Wir erhalten also naeh (9) 

(i 2) jr(ö-') = 2^-'(£„ + s^0-\- ... + £,._.<?•'-'), 
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und 



(13) (I - d)<f{d-') = m (!lLi_i.- + iLZLL»ö + . . . + !-±=i^^^-'). 
Der Ausdruck 

(14) HO) = ^'-^ + "^0 + ■■■ + '''-'7 '""' »"-■ 

ist nun eine ganze Zahl des Körpers -i^^-aj und es ist, weiin die Normen 
(15) N,_,^{0) = «„ .V,,,(i —0) = 2 

sich auf dicsen Körper beziehen, iiach (2) 



^'oi 



3A-4 



(16) Q,= 

21/ 

Es ist aber 

(17) <p{tf) = s^,_,^~± I v [mod ( I— ö)], 

folglich ^(0) nicht durch (i — 0) teilbar; also auch die Norm von ^^{0) 
nicht teilbar durch 2, woraus folgt, dass a^ eine ungerade ganze Zahl ist; 
diese Zahl lässt sich fttr die ersten Fällc verhaltnissmässig leicht a us ( 1 4) 
und (15) bercchnen; man findet so z. B. 

«4 = ^f ^5 = ^ ^*6 = ^7, flr^ = 21121. 



§ i. Bestimniung der Factoren Fx- 

Um Fi, zu finden, fassen wir in der Summe auf der rechten Seite 
von (10) § 2, je vier Glieder zusammen^ welche einem Wertpaar [i und 
P + fJi entsprechen und erhalten, da ^ = — i ist, und da in dem Product 
mit 0^^ vertauscht werden känn, nach § 2, (3), (10), (14) 



(O 






r-") 



worin n = s'' (mod m). (Es ist hier n för t geschrieben, um anzudeuten 
dass es auf ein Vielfaches von m nicbt ankommt.) 
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Die unter dem Logarithmus uuftretendeii Quotionten (i — r"):(i + ^''*) 
sind Einlieiten des Körpers ii;^, die sieh iiaeh I, § 9, von einer Einheits- 
wurzel abgeseheii, dureh die zweiglicdrigen Perioden r + r~^ ausdrtteken 
lassen. In der That ist, wenn nian 



m 



(2) r = e 

setzt: 

M (I vtn j^ --U vn u - I 

(3) TT^-''" ~^r^^- - '- " (- ' )^ ^^' 7^ ' 

und wir wollen nunniehr die folgende liezeichnung einftihren : 
wird y9 aus einer der beiden Congruenzen 

(4) ^^ ^ ± 5'^ (mod m) 

bestinimt^ so sei 

(5) ''-""tt?"^- '»""^'"v; =- '8 (5''å)- 

Die Functionen r^^ bilden eiri System von v reellen Einheiten des Körpers 
a^, welche dureh die Substitution (r, r~*) ungeandert bleiben, und dureli 
die Substitution (r, r'*) in r^^.^^ (ibergehen, wenn y? von n' so abhilngt 
wie p von n. Ins besondere hat man noeh die Relationen (da 5^*= i +2^""^ 
(mod m)) 

(6) r^SH;. = — I- 
Setzen wir noch 

(7) logr; = /„ /,.,^=— /^, 
so ergiebt sieh hiernach aus (i) 

(8) ■ A = m-^'~'n t ö%. 

0,/t-l 

Das Produet der Summen auf der rechten Sei te dieses Ausdrueks lasst 
sieh in Form ehicr Determiuante darstellen, welche d nicht mehr enthält; 
am einfachsten gelangt man dazu wohl auf folgendem Wege. Man setze 

(9) X =im, 
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und biide durch Multiplicatioii mit den Potenzen von O dic Gleichungcii 



(lO) 



x= I, + ^y/, -f . . . + ^r-7,,.., 
^Ar = —/„_, + 01, +.... + (P V,,.., 

^/" ' x = — /, —01., — ... + /A'-Vo, 



und hieraus durch Eliiuiiiution der Potenzen von O 



(^0 



h — J^, 



h 



I 



o 



•*■' j • • • > ' »ji 1! 



'r > ••-» > • • • j 'o •^' 



=^ O, 



Es ist dics eiiic Gleiehung //^" Grades in Bezug auf x^ in wdclier die 
höchstc Potcnz von x den Coefficienten i hat, deren Wurzeln die ji Fac- 
toren des IVoductes (8) sind. Man erlilVlt dalier dies Product, wenn man 
in vorsteliender Deterniinante x =-= o setzt. Ist also 



('2) (-1) 



.,/.-! 






'•.»> • • • > 'u 



'/ti? ' o > • • • > '}L- '2 



'* \^0 > ^1 ? • • • 1 ^'t -ijj 



so ergiebt sich nach einer Unistellung der Keihen, dass das IVoduet der 
verschiedenen Werte von x in (9), welehes als Product paarweisc con- 
jugiert iniaginärer Grpsscn wesentlieh positiv ist, den AVert A erhillt. 



Daraus folgt dann 



(■3) 



i; — m ' /\\Tq^ Tj, . . . , '^fi-ij' 
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§ 5. Von den reelleti JKlnheiten des Körpers Hx- 

Wir nohmen . jetzt wieder / >^ 3 an und betrachton die reellen Ein- 
heiten des Körpers Qj^ d. h. die von den zweigliedrigen Perloden r + r~^ ab- 
hfingigen, also dem Körper 

angehörigén, da durch diese, multipUciert mit den Potenzen von r nach 
I, § 9 ttberhanpt alle Einheiten in Q^ erschöpft sind. Es werde ferner, 
wenn &^') eine reelle Einheit in Q^ ist, nnter l&{r) der Loparithmus von 
&{ry öder der doppelte reelle Teil des Loffarifhmus von ö(r) verstanden. 
Wir fnhren ferner die Bezeichnnng ein, wenn r die Bedeutung (2) § 4 hat: 

(O >""' = r, 

woraus folgt: 

(2) r^,,u = — ry, 

nntc^r einer pnmitiren Einheit des Körpers ii verstehen wir eine solche 
reelle Einheit ö(r), welche der Bedingung gentlgt 

(3) &{r)&{— r) = ± I, /S(r) + l&{— 7-) - o ' 

und die nicht = + i ist, die also jedenfalls nicht dem Körper iix_^ mi- 
f/ehörf. 

Ein Systom von /i solchen Einheiten 

(4) öo('-). ^>, (•'•). ■■-, K-År) 

heisst ein System von ehiander unahhänglqer prknitiver Einheiten, wenn fttr 
jede derselben die Bedingung (3) erfftllt ist, und wenn dio Determinante 

(5) r ± l&Mk\{r,) . . . /V,(r,_,) = X(So, ö,, . . . , .%_,) 

einen von Null verschiedenen Wert hat. 

Die in § 4, (5) definierten Einheiten r^r) g^ni**g^*n der Bedingung 

(6) v,(r,) = T,,^{r) 
und W(»gen § 4, (6): 

(7) '^(0^.^(— o = — f 1 "^ Vf;* =- — I. 
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Die Determinante i(ro, Tj, ..., r^^.i) ist von dem Factor ( — i)^ ~ ab- 
gesehen, mit der Determinante (12) § 4 identisch und känn also, als ein 
Factor der Classenzahl, nicht verschwinden. Die Einheiten 

bilden daher cin System imabhangiger primitiver Einheiten, wodurch die 
Existenz solcher Systeme bewiescn ist. (Ft\r A = 3 ergiebt sich dies un- 
mittel bar aus der Betrachtung von r^(^).) 

Ist &{r) eine belicbige primitive Einheit in äx^ so lassen sich, da die 
Determinante (5) von NuU verschieden ist, die Zahlen e^j e^, <^.., e^^_i, 
welche die Exponenten der Einheit &{r) heissen mogen, so bestimmen, 
dass för 5 = 0, i, ...,/£ — i die Gleichungen bestehen 

(9) J&ir.) = ej&,{r.) + ej&,{r,) + . . . + e,_,l&,_,{r.) 

und wegen der Relationen (3) gelten diese Formeln auch noch wenn r, 
durch — }\ ersetzt wird, d. h. fQr dié sämmtlichen conjugierten Werte r. 

Die Exponenten cines Products aus mehreren primitiven Einheiten 
sind die Summen der entsprechenden Exponenten der einzelnen Factoren. 

Es lHqst sich nun, ganz so wie (/)., Seite 564) in der allgemeinen 
Theorie der Einheiten, nachweisen, dass die Zahlen ^o, e^, ..., e^^_i rationale 
Briwhe sind^ und dass es epne gewisse von &{r) unahhängige kleinste ganze 
Zahl e giehtj mit welcher die ZaMen e^, e^y ..., e^^_^ multipliciert tverden 
mussenj damit die Producte ganze Zahlen werden. Wir gebe».diesem Beweis 
hier folgende Gestalt. 

I. Es glebt in ii nur eine endliche Anzahl ganzer Zahlen />, welche 
die Eigenschaft haben, dass die absoluten Werte sfimmtlieher mit p con- 
jugierten Zahlen unter einer endlichen Grenze bleiben, dcnn ist 

worin die a ganze rationale Zahlen sind, so ergiebt sich, wenn das Zeichen 
5^ sich auf alle conjugierten Werte bezieht 

^ w/a, = Z/>, ^-ma^ = llpr-\ . . . , -^"^^m 1 = 5^/^r'"^'", 

woraus die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar erhellt. 
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2. Lassen wir auf der rechten Seite von (9) die e^, c,, . . . , e,,_i 
das Intervall von o bis i durchlaufen, so bleiben die absoluten Werte 
dieser Ausdrticke unter bestimmten endlichen Grenzen, also auch die ab- 
soluten Werte der dadurch bestimmten ö(r,), woraus nach i. hervorgeht, 
dass die Exponenten Cq, e^^ . . . , 6^_i, so länge sie echte Brftche sind, nur' 
eine endliche Anzahl von Werten anzunehmen fahig sind. 

3. Wir bestimmen die Reihen der ganzen rationalen Zahlen mj, 
/hJ', m[" , ... 80 dass die Differenzen 



,' ^ ^ .u^it ^ ^ -.-''' 



Bi — m^ , 26^ — w; , 30^ — w; , . . . c-o, i, .....u-d 

positive echte Brttche werden. Jedes der Zahlensysteme 

(10) ke^ — m[^\ ke^ — m[^\ . . . , ke^,_^ — mf__^ 

biidet dann ein in (9) zulässiges Exponentensystem, und daraus ergiebt 
sich,' dass fttr einen gewissen Wert k = e, der jedenfalls nicht grösser 
ist als die Anzahl der nach n° 2 zulässigen echt gebrochenen Exponenten- 
systeme, die sammtlichen Glieder der Reihe (10) verschwinden mftssen. 
Damit aber ist der zu beweisende Satz nachgewiesen. Wir können dem- 
selben auch den folgenden Ausdruck geben. Ist 

ein System von einander unabhängiger priraitiver Einheiten, so giebt es 
eine von dieser Basis allein abhftngige kleinste ganze Zahl e der Art, 
da^s för jede primitive Einheit & sich die ganzen ZahUn e^, ^i, ..., e^_i 
(die also jetzt eine etwas andere Bedeutung haben als oben) so bestimmen 
lassen, dassN 

(i O &' = ± ö;-s;\ . . s;/ri^ 

Die Exponenten der^Einheit & sind alsdann 



eo 


ei 




C/i-l 


~ 9 


— , . , 


' • > 


" 


e 


e 




e 
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% 6. me JEinheiten r^. 

Wir legen jetzt als unabhängige primitive Einheiten das System 
r^, Tj, ..., r,4_i zu Grunde imd beweisen zunächst folgenden Satz. 
I. Wenn dos Product 

(i) To Ti • . . r,^_i 

mit ollen seinen conjugierten Werteti glekhes Vorzeichen hnt, so mtlssen die 
{jganzzahligeii) Exponenten e^, e^y . . . , ö^_i sämmtlich gerade sein. Um diesen 
Satz zu beweisen formen wir den Ausdruck zunächst um. 
Nach unserer Definition § 4, (5) war 

und wir setzen daher 

(3) ^" = "»(^5^)- 

fl 

Es ist dann (§ 5, (6)) offenbar nur zu beweisen, dass die e^y e^, ..., e^,^^ 
gerade Zahlen sein mOssen, wenn 

(4) ^/^Ai • • • ^/+7*-i ~ ^/j 

fttr alle Werte von ji dasselbe Vorzeichen hat. Die Zahlen tr^ erfollen 
nun folgende Relationen: 

(6) V 4.= -^^^(^5'') 



(weil nftnilich 5^**= i + 2'"^ (mod-mj aber nicht (mod w/)), und also 

(7) '''"'^+i" = -i«'"(^5'')=-^«;; 

wo ff' ans a hervorgeht, indem Å durch / — i ersetzt wird, so dass 
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I)ie Richtigkeit unserer Behauptung ist iiun ersichtlich, wenii / = 3 ist; 
denn in diesein Fall ist 



n = sin 
^ 4 






Wir nehmen daher an die Richtigkeit derselben sei erwiesen wenn Å 
durch X — 1 ersetzt wird und suchen sie daraus fCir X selbst herziileiten. 
Zu diesein Ende bilden wir zunächst nach (4), (7), (8) das Product 

woraus nach der geniachten Voraussetzung folgt: 

^0 = %, ^i = ^j^.a+i, . • . , e^.,_^=e,,_^ (mod 2), 
wonach niittelst (7) aus (4) folgt, dass auch 

fQr alle Werte von y9 dasselbe Vorzeichen hat. Nach Voraussetzung aber 
folgt hieraus 

eQ = ei = . . . = ^1 ^_j = o (mod 2) 

und dies ist der zu beweisende Satz. 

2. Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit dem Satze des vorigen 
Paragraphen: 

Es giebt eine imgerade ganze rationale Zahl e derart, dass, wenn &{r) 
eine beliebige primitive Einheit in i^x bedeutet, die ganzen Zahlen e^j 
c^y . . . , ö,t_i so bestimmt werden können, dass 

(10) Hr)'=±i':T\\..T^^^\ 

Denn der Schlusssatz des vorigen Paragraphen beweist zunftchst ftberhaupt 
die Existenz einer solchen Zahl e; wäre dieselbe aber gerade, während 
die Zahlen c^, ^j, ..., Cj^^^ nicht alle zumal gerade sind, so stande diés 
im Widerspruch mit dem Satz i. 

Als Corollar hieraus ergiebt sich noch der Satz: 
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A) Eine primitive Einheit des Kör pers Q, die mit allén ihren Conju- 
gierten einerlei Vorzeichen haty isty vam Vorzeichen + ahgesélien, ein Quadrat 
einer primitiven Einheit, 



% 7. Fundafnentalsystetne prhnitiver ElnJieiten. 

Es sei jetzt 
(O ^M &i{r), ..., &,,.i{r) 

irgend ein System von einander unabh^iigiger primitivcr Einheiteii ; haben 
dann die Grössen Iqj Ii, ..., l^^_i dieselbe Bedeutung wie in § 4, (7), 
naralich 

(2) l^ = h^ 

und ist e die ungerade ganze Zahl, deren Existenz im vorigen Paragraphen 
bewiesen ist, so känn man die ganzen Zahlen e^,, so bestimmen, dass 

(3) 



woraus sich ftir A > 3 durch Benutzung der Bezeichnung § 4, (12) crgiebt 

(4) (-i)''"*2:±/6o(n)7S,(r.).../V.(^-.) 

Da nun die Zahl e und ebenso die Determinantc A einen v^n dem System 
(i) unabhangigen Wert hat, so geht hieraus hervbr, dass man dies System 
so wählen känn, dass die Determinante 

(5) (- if-' Z± l&o{ro)l&År.) . . . ^S,.-,('V-,) 

einen möglichst kleinen positiven Wert X^ erhalt und ein solches System 
soll ein Fimdamentcdsystem primitiver Einheiten heissen. 
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Ist das System (i) ein solches Fundamentalsysteiii, so lässt sich jede 
primitive Einheit &{r) in der Weise darstellen 

(6) &=&i%i\...&:'Lr, 

so dass die Exponenten ffo^ ffu . . . , </,i_i ffanze Zahlen sind. Denn ist 
z. B. ffQ ein Bruch, so existiert aueh eine Einheit ö, in welcher ^o ^i^ 
positi ver echter limch ist, und das System 

&j öl, . . . , ö^,_i 
ist gleichfalls unabhängig; fllr die Determinante 

(- if-'T± R^(/o)/S.(r,) . . . /6,_,(r,_0 

ergiebt sich aber der Wert ffoL^, welcher, gegen die Voraussetzung, 
kleiner als Lj^ ist. Hiernach können wir also auch, wenn die ffij, ganze 
Zahlen sind, setzen 

(7) ir^M = l^^^ = ffo,^t&o{rr) + yu^^&i{r^) + . . . + ff.,..i„,l&j.^iM 
woraus nach (3) folgt: 

und mithin ist 

(9) 5^± i7o,o//M • • • ^/*-i,/.-i = ftit 

eine positive ungerade ganze ZahL Die Berechnung dieser Zahl stösst auf 
die bekannten Schwierigkeiten, die in der Theorie der Einheiten immer 
auftreten. Nur för den Fall A = 3 ergiebt sich leicht aus der Theorie 
der PELL^schen Gleichung dass die Einheit r^ -=- ^2 — i selbst eine funda- 
meutale Einheit ist, da Oberhaupt alle Einheiten des Körpers Q^ in der 
Form vt''*(v2 — O"* ^"^^ ganzzahligen Exponenten n^, n^ darstellbar sind. 
Es ist daher 

(10) L^ = 2l0g(^/2 + l) 

der Minimalwcrt von l&{r). Hiernach erhält man aus (4), (8) und (9) 



238 H. Webcr. 

und aus (13) § 2 und (13) § 4 

(11) ^^=7^^ I\ = m-''-'b,L,. 

• 2 i. ^ 

*^ v «« 



% 8. I}le fandamentiilen KlnheUen des Köi^pers Ox- 

Es koiiimt jetzt darauf an, eiii vollstandiges System fundaiiienteler 
Eiiiheiten in iix zu bestimmen, (/>., Seite 565 f.), d. h. ein System von 
u ' — I (auch nicht primitiven) Einheiten 

(i) c?i(r), d^{r), ..., ö\.i(r), 

welche reell vorausgesetzt werden könncn, von der Art dass in der Form 

\2) r Oi O2 ... Oy-i 



mit ganzzahligen Exponenten n^, Wj, ..., n^_^ alle Einheiten des Körpers 
äx darstellbar sind. Von besonderer Wichtigkeit ist dabei der absolute 
Wert 

(3) Hf^i> 4> •••, <?.-i) 

der aus den (v — i)* Grössen 

(4) logo^(r,)«^(v) = io\{r,) (1:;;;::;::;) 

gebildeten Determinante. (Die Bezeichnung L soll in dem gleichen Sinne 
auch gebraucht werden för irgend ein, auch nicht fundamentales. System 
von u — I unabhängigen Einheiten in U.) 

Ist A =3, 80 ist (?j = r^ und L{å^) mit L^ identisch. Im allgemei- 
nen Fall bezeichnen wir wie oben mit 

(5) ^OJ ^i> • • •> ^^-l 

ein Fundamentalst/stem ^>Wmt//t;er Einheiten in Ä> und mit 

(6) A,, A2, . .. , A„„i 

ein vollständiges Fundamentalsystem des Körpers i^x-i- 
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Die u — I Einheiten 

(7) ^01 ^M •••> ^.n-U Al, A2, ..., A„_, 

bilden zusaminen ein System, unabhängiger Einheiten in i2;,, nnd die De- 
terminante 

(8) L{&oy &ry ..., iVl» Ah ^2? -•> A^-l) 

ergiebt sich ans den Eigenschaften der Einheiten & und A 

(9) /Ö<(»-) = - /Ö.(- r); /A,(r) = /A,(- r) 
gleich 

(10) 2"-'L,L{^u A„ . . . , A.,._0. 

^.^ ^^^ • 

Es ist jctzt also noch der Zusammenhang zwischen dem System (7) und 
(i) zu ennitteln. Zu diesem Zweck setzen wir, indem wir uiiter »?( , , 3f, <• 
rationale ganze. öder gebrochene Zahlen verstehen 

(ii) 2l3t{r)= m,_J&o{r) + m^^J&^(r) +...+ »«,._,,, /^,._,(r) 

+ M,JA,{r) + M,JA,(r) + ... + .V„.,,./A,_,(r), 

und erhalten nach (9): 

lr),{r)d,{- r) = M,JA,{r) + M,JA,{r) + . . . + M,,_,JA„_,{r) 
(12) 

Da nun ö\(r)^<( — r) eine Einheit des Körpers i^A-u und Aj, A,, ..., A^^^i 
ein Fundarnentalsystem dieses Körpers, da ferner <?<(r)(?j( — r)"^ eine pri- 
mitive Einheit in iJ) ist, und 6^, öj, ..., S^,_i ein Fundamentalsystem 
primitiver Einheiten, so ergiebt sich ans diesen Formeln, dass die itf/^c, w^^j- 
ffanze Zahlen sind. 

Bezeichnen wir mit M den absoluten Wert der Determinante der 
Zahlen m^^^, 3/<<, so ergiebt sich aus (ii) und (lo) 

(13) L{d,y <?2, . . - ö\_0 = itf2-'*Z;.Z(A,, A,, . . . , A,_i). 

Es folgt nun aber ferner aus der Voraussetzung, dass d^ f)^, ..., å^_i 
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cin Fundamentalsystern von Einheiten des Körpers Hx bilden, die Existenz 
von ganzen rationalen Zahlen n, j, -AT^ » die den Gleichungen genftgen 

/S,(r) = n,Jdi{r) + n^,Jd,,{r) + ... + n,_,Jd,_^{r\ «»o,i,...,/c-i) 
/A,(r) = N,Jd,{r) + N.Jd.^r) + ... + N,_,Jd,^,{r\ (x=m...,„._i) 

und wenn wir den absoluten Wert der Detenninnnte der w, , , A^^ < mit 
N bezeichnen, so folgt ans (ii) und (14) 

(15) MN=2'-'' 

woraus folgt, dass sowohl M als N Potcnzen von 2 sind. 

Es lässt sich nacliweiseriy dass M teilbar ist durch 2*. Man känn 
nämlich ein System von y — 1 = 2/1 — i ganzen rationalen Zahlen 
rTj, x^y . . . , ir^_i ohfie genieinsamen Teder so bestimmen, dass sie den /i — i 
Gleichungen 

(16) S ilf,^<.r^ = O (i-i.i>,...,u-i) 
genftgcn. Da alsdann das Product 

1 2 • • • ^v— 1 

in Folge von (11) eine primitive Einheit in U^ ^^^ ^^^^ ^^^ ^^c So)^i)«.-> 
S^4_i ein Fundamentalsystem primitiver Einheiten biidet, so ergiebt sich 
nach (11) 

(17) Sm,,ir, = o (mod 2), (#=0, i,...,,a-i) 

woraus folgt, dass die Determinante M durch 2 teilbar ist. 

Da die rr^, x^^ . . . , :Py_i nicht alle gerade sind, so nehmen wir etwa 
x^ ungerade, und bestimmen nun ein zweites Grössensystem rj, rrj, ..., x[^^ 
aus den Gleichungen 

zl M iX[ = o (— i,2,.....tt-i) 

2,w— 1 

woraus ebenso die Teilbarkcit von M durch 2^ folgt, und so känn man 
fortfahren, so länge die Anzahl der Unbekannten x die Anzahl der Glei- 
chungen noch öbertriift, d. h. bis 

(18) Z M. ^é■'-''> = O (.=1,2 M-i) 
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woraus die TeUbarkeit von M durch 2^ folgt Wir können also nach (15) 
setzen 

(19) Jf=2''+% iV^=2'*-^-' 

worin a eine ganze nicht negative Zahl ist. 

Es wird sich im folgenden Paragraphen als Corollar ergeben, dass a 
den Wert o hat, dass also M nicht durch eine hohere als die fi^^ Potenz 
von 2 teilbar ist. Um aber die Kette der Schlussfolgerungen die sich 
an diesG Betrachtung weiter knQpft, und zu einem wichtigen Resultate 
ftihrt, hier nicht unterbrechen zu mftssen, soll dieser Satz einstweilen 
vorausgesetzt werden. 

Nimmt man also in (18) wieder an, es sei x\l'~'^^ ungerade, so be- 
stimme man die Zahlen x\^^ aus den Gleichungen 

(20) Z Jf^iri'*^ = o (,-2,3 /*-i, 

es muss dann notwendig 

i 

(21) Z M. .x\^'-^= I (mod 2) 

sein; denn nehmen wir das Gegenteil an, also diesc Summe sei gerade, 
etwa = 2f, so folgt aus (11) dass 

^/i+l ^/x + 2 • • • ^v—\ ^^1 

eine primitive Einheit in Q^ ist, woraus wie oben 

i 

ST m,^x\-'^ = o (mod 2) (i=o,i,. ..,«-!) 

folgt; es wQrde also gegen die Voraussetzung M durch 2'*+^ teilbar sein. 
Multipliciert man also die Gleichungen (11) fQr i =/i + ij /i + 2, 
. . . , y — I der Reihc nach mit x\^'^ und biidet die Summc, so ergiebt 
sich (mit Benutzung von (14)) eine Gleichung von der Form 

(22) . ;A,(r) =i:A,J&,{r) + 2i_a,M{r) 

worin die ^^,1, a, 1 ganze Zahlen sind. An Stelle von Ai känn in dieser 

Åcta mathemattca. 8. Imprimé le 12 Juin 1886. 31 
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Formel ebenso gut Aa, A3, ..., A^_i treten. Dies Ergebniss lässt sich 
in folgenden bemerkenswerten Satz zusammenfassen: 

B. Jede Einimt des Körpers ä^-i '^'^^^ ^^^^ darstéllen als das Product 
aus einer primitiven Einheit tmd dem Quadrat einer Einheit des Körpers Q^,, 

Es hat dieser Satz, abgesehen von einer spater zu machenden An- 
wendung das theoretische Interesse, dass er lehrt, dass im Körper Q^ noch 
fundamentalere Einheiten (uin nach Kummer's Vorgang diesen Coinparn- 
tiv zu brauchen) existieren, als das System der S, A . ^ 

Wir lassen aber fftr jetzt die Voraussetzung wieder fallen, dass a= o 
sei, und erhaltcn also aus (13) und (19) 

L[d,, d,y . . . , öVi) =- 2''i,L(A,, A2, . . . , A^.i)- 

Dieselbe Betrachtung lässt sich nun in Bezug auf Z(Ai, Aj, . . . , A,,_i) 
wiederholen, so dass man schliesslich erhält: 

(23) L{diy c?2, . . . , c?,_i) = 2-''LxLx-i . . . J^3 

worin Srr eine aus nicht negativen ganzen Zahlen zusammeiigesetzte 
Summe ist. 



§ 9. I>le Classenanzahl. 

Es bleibt uns nur ttbrig, die gefundenen Resultate in die Formel (4) § 2 
(i) gh=Q,Q,Q,...Q,.P,P,...r, 

einzusetzen, und den Wert von g zu bcstimmen. Es ist aber nach § 2, 

(II), (12), § 3, (16) 



^ " 4' '' 2 v/2 • . o .a-2)2A-4 



2.2 



* Als Bcispiel dieno fUr ^ = 4 <Jie Formel 

tg — ? / CO8'- — 
^ 7t ° i6l 16 



3 



^8 . sA 5^/ ' 

^ 16 \ 16 
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und daraus findet man (lait Benutziing von 2.2 + 3.2^ +•••+ (^» — 2)2^'^'^ 

= 2'-'(i - 3» 

W Q.QA . . . Q. = ^^^.- 

y 2 2 2 

Desgleichcn nach § 7^(11) 



P, = 



J^s p ^h Tji 

2 v/2' '~^12' 






woraus 



/ \ -DT) 7> - T^nTjA ' - Tjxh^hii . . .hl 

und folglich 

(4) gli = v-'2-^L^L^ . . . Li^Tfa^h^a^hj^ . . . a^h^. 

Fttr // hat man nach 7)., Seite 577, (34) und 574, (25) 

(5) .=£f^. 

worin D die Grundzahl des Körpers Q^ ist, und (nach D., Seite 567, 
(19) da die Anzahl der in Q^ enthaltenen Einheitswurzeln = 2^ ist) 

(6) E= 2~'L{d,, 6?o, . .., f?,_,). 
Die Grundzahl D unseres Körpers ist aber, wenn 

/•(O = t" + ' 

bedeutet 

(7) D ^ Nf (r) = i2vy\ 

Setzt man endlich noch fttr i(^i, ö^, ..., ^^.1) aus § 8, (23) den Wert 
ein, so folgt: 

(8) g = 2--%-'7f2-"LJj^ . . . L^ 
und folglich 

(9) Ä = 2--Ui^h^a^h^ . . . «A^>A- 
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Da nun die a^, 64, . . . , a^y hj, wic oben bewiesen ungerade ganze Zahlen 

sind, und die Classeuaiizahl h eine gauze Zahl ist, also S(T nicht positiv 
sein känn, so lassen sich aus (9) die zwei Folger ungen ziehen: 

Die aus nicht negativen Gliedern hestehende Samme Sö* und mithin 
jeder ihrer Summanden verschivindet, wodurch die deim Beweise des Satzes 
B gemachte Voraussetzung gerechtfertigt ist, 

C. Die Classenzahl in den vollständigen Kreiskörpern^ deren Ordnung 
eine Potenz von 2 ist, ist eine ungerade ZaM, 



III. DEB KBONECKEB^SCHE SATZ. 

In den beiden voranoreorano-enen Abhandlungen, die in der Folo;e mit 
I, II citiert werden sollen, sind die Hilfsmittel enthalten, um zum voll- 
ständigen Beweis des KuoNECKEii^schen Satzes zu gelangen, mit dem sich die 
gegenwilrtige Abhandlung beschäftigen soll: 

Alle AheVschen Körper sind Kreiskörper. 

Nach I, § 2, n° 7 und n° 8 ist dieser Satz nur fOr reguläre Abersche 
Kurper, deren Grad eine Primzahlpotenz, nachzuweisen. Es folgt dann dar- 
aus, dass die in I, § 5 nilher bestimmten Körper nicht nur sämmtliche 
Kreiskörper, sondern alle Aberschen Körper ttberhaupt umfassen. 

% 1. Die Lagrange^scJieti Hesolventen* 

m 

Es sei i? ein gegebener regulärer AbeFscher Körper und 

(i) m = q^ 

worin q eine Primzahl ist, sein Grad. Falls g=2 ist, wirdÄ:>2 voraus- 
gesetzt. ^ Ist X eine beliebige Zahl in Ä, so können die mit x conjugierten 
Zahlen 

\2) Xqj Xu . . . j ^m— 1 

* FUr m = 2 ist der zu beweiseodc Satz evident, da jede Quadratwurzcl in bekänn- 
ter Weise durch JKinheitswurzeln darstellbar ist. (Vgl. Gauss, Disqu, ArithmeHc(Bj Art. 356.) 
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in der Weise angcordnet werden, dass sie durch die Pennutationen der 
Gruppe von Ä cyklisch in einander tibergehen, und dass also diese Gruppe 
durch die Wiederholungen von (;r^, x^) erschöpft wird. (I, § 2, n° 3.) 

Wir betrachten neben dem Körper Ä den vollständigen Kreiskörper 
Si^ und den aus beiden zusainmengesetzten Körper 

1. Ist nun r eine primitive m^'' Einheitswurzel, so besteht ä aus 
allén rationalen Functionen F{xQy r) von x^ und r, und wenn eine solche 
Zahl die Eigenschaft hat, durch die Substitutionen [x^^, x^) der Gruppe 
von i? ungeändert zu bleiben, so ist sie nothwendig eine Zahl in S^] denn 

aus 

F{x^, r) = F{;x^, r) = ... = F{x„^,, r) 

folgt 

mF{x^, r) = F{;x,, r) + F{;x^, r) + . . . + F{x^_,, r) 

also eine symmetrische Function der 0*0, x^^ ..., x^_^. 

2. Unter den Zahlen des Körpers i2 befinden sich auch die so- 
genannten LAGRANGE*schen Resolventen 

(3) ^ 4\^ = M^o) =- ^0 + r^^i + r'<'x, + . . . + r<-^-»>''a:_, 

worin a jede beliebige ganze Zahl sein känn, so dass man tn solcher 
Functionen erhält. Durch diese känn man die Zahlen Xqj Xi, ..., x,„„i 
ausdrtlcken mit Hilfe der Formeln 

a 

(4) mx,= 'Er-"^„{j^„), 

O, m— 1 

SO dass die Lösung unserer Aufgabe auf den Nachweis zurttckgeftlhrt ist, 
dass sämmtliche ^„ den Kreiskörpern angehören. 

3. Durch die Substitution {Xqj x^) geht ^^(^o) 5n 

(5) M-^^) = '-^''..(^'•o) 

tlber und daraus folgt nach n° 1, dass die Zahlen 

(6) ^« = ^: 

dem Körper ä,,^ angehören; ebenso ergicbt sich allgemeiner, dass 

(7) r^f^ • . • 
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in ii,^ enthalten ist, weiin die gaiizen Zalilen a, a', ft, i', ... cUt Bcdingung 
(8) aa' +.hb' + . . . = o (mod m) 

genngen. 

4. Wir bezeichnen, wie in den beiden vorhergehendeii Abhand- 
lungeii, mit n irgend eine iiacli dem Modul m genommene zii m teiler- 
fremde Zalil, und weisen zunächst nach, dass von den jr(m) Zahlen 4\{''^q) 
keine verschwhiden kanuy ivenn wir voraussetzen, dass x eine immitive Zahl 
des Körpers U sei. 

Wenn nämlich von den Zalden (}\^ eine verschwindet, so verschwin- 
den sie wegen n*^ 3 (6) silmmtlich (da man in der Gleicliung ö>^ = o die 
primitive Wurzel r durch jede andere r" ersetzeii känn); dann sind alle 
auf der rechten Seite von (4) vorkommenden Zahlen a durch q teilbar 
und es folgt 



x,. = X 



* k\ 



also X keine primitive Zahl in h\- (I, § i, n° i.) Auch sind umgekehrt, 
wenn x keine primitive Zahl in Si ist, die Zahlen (f\ = o. Wir nehmen 
also fur die Folge stets an, dass <f\ von o verschieden sei. 

5. Ist a eine beliebige Zahl, n durch q nicht teilbar^ so känn man 
die ganze rationale Zahl k so bestimmen dass 

a + nk zz o (mod m) 

dann ist aber nach n*^ 3, (7) 

in ii„, enthalten. Es genOgt dahcr der Nachweis, dass die Functionen ^'„ 
(öder selbst nur eine von ihnen) in den Kreiskörpcrn enthalten sind. Fttr 
diese Zahlen ([^^ hat man ttberdies aus n*^ 3, (7) den Satz: 

(9) Ä. = ^r-Y^ 

ist in ö,, enthalten. 
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§ 2. Zerlegunff der ZnJilen o}„ in ideale l^rinifactoren. 

I. Zur Erleichterung des Uberblicks schicke ich einigc allgemeine 
Bemerkungen ttber den Gebrauch der Ideal-factoren voraus, Ist A ein 
beliebiger algebraischer Zahlkörper und sind a, ^ irgend zwei von Null 
verschiedene ganze Zahlen in demselben, so giebt es ein und nur ein Paar 
relativer Priinideale n, t) derart dass 

(i) na = t)y9. 

Sind a', [f zwei andere ganze Zahlen in A^ welche der Bedingung ge- 
tt ögen dass 

a a 

eine^ Einheit ist, also 

(2) a^^-sa'^, 
so ist auch 

(3)- aa' = 6/9', 

und wenn umgekehrt die Gleich ungen (i), (3) bestehen, so folgt auch 
(2), d. h. die gebrochenen Zahlen a:y9 und a':^ sind bis auf einen Ein- 
heits-factor identisch (vgl. D. § 175). Die beiden Ideale q, b sind ilqui- 
valent. Ist daher yj irgend eine ganze eder gebrochene Zahl in -4, so 
sind durch dieselbe die beiden relativen Primideale n, b derart völlig 
bestimmt, dass 

(4) aiy = b, 

und n känn definiert werden als der Inbegriff aller derjenigen ganzen 
Zahlen a, för welche das Product ajy = /9 eine ganze Zahl wird. Der 
Inbegriff der Zahlen yS biidet das Ideal b. Ist alsdann auch (xfj' = b so 
sind 7j und yj' nur durch einen Einheitsfactor verschieden. 
Die Gleichung (4) schreiben wir auch so 

(3) ""?=ä' 



248 Fl. Weber. 

und sprechen in diesem Sinne von gebrochenen Idealen.^ Zerlegt man a 
und b in Primideale so komnit keines derselben in beiden zugleich vor, 
und wenn eines von ihnen, p, s mal im Zähler öder — s mal im Nenner 
von (5) vorkomrpt, so werden wir sägen, p* sei die höchste Potenz von p 
welche in rj aufgeht, wobei s auch negativ sein känn. 

2. Wir untcrsuchen nun in diesem Sinne die Zerlegung der Zahlen 
iOn in ihre idealen Primfactoren im Körper i2^, und beginncn mit dem 
in der Primzahl q selbst aufgehenden Primideal 

q = 0(1— r), 
fttr welches 

0/7 = q^^"^ 
ist. (I, § 7, n^ 6.) 

Es sei q' die höchste in m aufgehende Potenz von q und folglich 
auch die höchste in cd^ aufgehende. Da nun nach § i, n° 3 



H 



eine Zahl in Q^ ist, und zwar eine solche, welche sich durch die Sub- 

n 

stitution (r, i-^) nicht andert, d. h. also eine rationale Zahl so ist II0)» 
die m^ Potenz einer rationalen Zahl. Die höchste in dieser Zahl auf- 
gehende Potenz von q ist q'^^"*^ also q' die höchste in dieser rationalen 
Zahl aufgehende Potenz der Primzahl q. Daraus folgt dass s durch m 
teilbar sein 7nuss. 

2. Es sei 2^ eine voii q verschiedenc Primzahl, p ein in derselben 
enthaltenes Primideal und p' die höchste in o) aufgehende Potenz von p. 
Wenn durch die Substitution (r, r") p in p„ tibergeht, so ist pj^ die höchste 
in o)^ aufgehende Potenz von p„, und nach § i, (9) ist 

— A ^ fil 

die 7)1^ Potenz einer Zahl in Q^. Nun ist (nach I, § 7, n*^ 4) pp mit p 
identisch. 



^ Eioe allgcmcine Definition von gebroohenen Idealen findet sich bei Dedekind, Vber 
die Discriminanien endlicher Körper^ Abhandlungcn der Gesellscliaft derWissen- 
scbaften zu Göttingen, Bd. 29. 
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Es ist also p-^^p-^^ die höchste in &p aufgebende Potenz von p, wor- 
aus folgt 

(6) s{p — i) = o (mod m). 

Wenn also m^ der grösste gemeinschaftliche Teiler von m und {p — i) 

ist, und 

(7) m = mm 



l'"2 



so ist s t^ilbar durch m,, und wenn m^ = i ist, so ist szeo (modaw). 

3. Ist nun 

pi' die höchste Potenz von p^, welche in cd^ aufgeht, so ist 

p^ die höchste Potenz von p^„, welche in to^ aufgeht, also, wenn 

(8) p'u — I (mod m)j 

p**"* die höchste Potenz von p^ welche in o)^ aufgeht (worin der Index 
von s nach dem Modul w zu nehmen ist). Und da nach § i, n° 5 
öif ö)^ eine w^* Potenz einer Zahl in U^ ist: 

(9) -. ^s„~s„,' (modm). 

Setzen wir hierin n = i , und (mit Rt^cksicht auf n*^ 2) s^ = arn^ (mod m), 
und schreiben n an Stelle von v>', so folgt 

(10) 5„ = am^n\ nn' = i (mod m\ 

wobei a und n' nach dem Modul m^ reduciert werden können. 
Wenn wir also von dem Ideal oö>i das Product 

n 

npr% 

ftber alle von einander verschiedenen in |)aufgehenden Primideale erstreckt, 
absondern, so bleiben nur solche Potenzcn von p^, deren Exponent durch 
m teilbar ist. Wiederholen wir dies Betrachtung bei allén in oio^ vor- 
kommenden zu verschiedenen Primzahlen p gehörigen Primideale, deren 
Anzahl oflPenbar endlich ist, so ergiebt sich för 0(o folgende Zerlegung: 

Pl n 

(i i) oö) -= a^nnpr""', 

Aeta mathfmmtica, 8. Imprlmé le 36 Jiiln 1886. 32 
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worin das erste Productzeichen sich auf alle pFimzahlen jp, deren. Prim- 
teiler in oö> vorkominen, das zweite auf alle in denselben aufgehenden 
von einander verschiedene Primideale p„ bezieht. 

4. Wir betrachten nun neben dem Körper H^ den Körper ii^^ und 
setzen ^ 

(12) r"'* = r^. 

Da p=i (mod w?.J ist, so zerfftllt in diesem Körper op in ^(wij ver- 
schiedene Primideale ersten Grades, die wir mit 5p„^ bezeichnen, worin Wj 
ein vollständiges System incongruenter relativer Primzahlen zu m^ durch- 
läuft. 

Wenn wir nun wie in I, § 8 mit 

(13) ^OJ ^M • • • > 7m,-l 

die aus {p — O-^i GUedern bestehenden Perioden der p^'"" Einheitswurzéln 
bezeichnen, und 

(14) 01, y}o) = 7o + ^i^i + r^^yj. + . . . + rr»"^^7«.-i 

setzen, so erhalten wir nach dem an der erwÄhnten Stelle bewiesenen 
KuM MER schen Theorem: (I, § 8 (16)) 

(15) o.(r„^J- = rr5p;;, 

worin t^ die Reihe der zu m teilerfremden Zahlen < m^ durchläuft, und 
t[ die kleinste positive der Congruenz 

(16) t^t[= i (mod wj- 

genögende Zahl ist. 

Zerlegen wir nun nach I, § 7, n*^ 7 die Ideale o5p„, im Körper Q^ 
in ihre Primideale, und erheben die Formel (15) in die m^^ Potenz, so 
folgt, wenn t' die kleinste positive der Congruenz 

tv z: I (mod m^ 
gentlgende Zahl bedeutet: 

(17) o(r„ 370)"= npr-'' 



* Ist Wj = 2, 80 ist Qm^ der Körper der rationalen Zahlen und r^ = — I. 
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Worin sich das Product nur auf die von einander verscMedenen Primideale 
p< erstreckt. 

Wenden wir dieselbe Betrachtung auf die sämmtlichen Producte auf 
der linken Seite von (ii) an, so folgt: 

(i8) oö> = a-n(;^, rj.y-, 

öder durch Anwendung der Substitution (r, >"): 

(19) Oö>, = nirnCr'''', lyj-"». 

5. Die Iiierin vorkommenden Grössen (r"*»**, i^^) sind specielle Fälle 
der i[)^ (I, § 8, (4)), und genögen daher den Bedingungen § i, n® 3, dass 

(20) (r-«% 7j^Y\ (r'% rj,y\r^\ lyj, 

Zahlen des Körpers Q^^ und folglich auch des Körpers Q^ sind. Ins 
Besondere ist 

6. Daraus ergieht sich fur die conjugierten Ideale a„ dass . 
a) qH* und b) nr^Qi, 
llauptidedle sitid. 



% 3. Untersuchung des Fallea, wo m eine Poten» von 2 ist. 

Von jetzt an ist es notwendig, den Fall einer Potenz von 2 von 
dem eines ungeraden m zu trennen, und wir wenden uns zunJlchst dem 
ersteren zu. 

I. Um zunächst den einfachsten Fall w = 4 zu erledigen bemcrken 
wir, dass in diesem Fall nur Hauptideale existieren, und dass die einzigen 
Einheiten des Körpers U^ die Zahlen ±1, + é sind. Wejin also a^ eine 
Zahl des Körpers U^j d. h. eine (ganze öder gebrocliene) GAUSs'sche 
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coinplexe Zahl und a.^ die mit ihr conjugierte Zuhl bedeutet, so folgt 

aus (19), § 2 

worin cntweder e^ = ^3 = + i öder s^ = — Sg = + é und r^^ = — i, 
öder =+i. Damit ist aber, ,durch Ausziehen der vierten Wurzel, för 
diesen Fall die Frage erledigt. 

2 . Ist m "> 8, so machen wir Gebrauch von den in der IP° Ab- 
handlung bewiesenen Satzen. Nach dem dort in § 9 bewiesenen Satze C 
ist die Anzahl h der Idealclassen cinc ungerade Zahl, und da o* immer 
ein Hauptideal ist (D., Seite 541), so folgt, wenn a*" ein Hauptideal ist, 
dass auch a selbst ein solches sein muss; denn es sind Ä, m relative 
Prifnzahlen, und wenn man daher Xj y so bestimmt dass hx + w?y = i 
wird, so ist 

also a ein Hauptideal. Bezcichnen wir also mit a eine Zahl in ii„,y mit 
e(r) eine reelle Einheit, so folgt aus (19) des vorigen Paragraphen: 

(2) • w = »•*£(r)a'"n(/-"% ^yj"'". 

Biidet man liieraus ä)i6>_j, so folgt nach § i, n° 3 und § 2, xi° 5 dass 

(3) <ry = e{rY 

eine genauc m'* Potenz einer Einheit ist. 

Zieht man also aus (2) die -//a*® Wurzel und bezeichnet mit p eine 

weiterhin noch genauer zu betrachtende Einheitswurzel der Ordnung ni^ 
so folgt aus (2) wegen (3) 

(■4) ff==/;'e(r)a'n(r'"', :y.r, 

worin die Einheit e{r) reell angenommen werden känn. Die reelle Einheit 
e{r) genttgt nun wieder in Folge von § i, n° 3; § 2, n*^ 5 den Bedingungen 

(5) " e(r")6(r)-- = ±£^ 
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d. h. gleich dem Quadrat einer Einheit in X?^, und das Vorzeichcn in 
(5) känn so gewählt werden, dass s einc reelle Einheit ist. 

Wenden wir die Formel (5) auf n = + i '\- -m an, so folgt: 

' e{r)e{- r) = ± d{ry 
e{r):e{—r)= ±&{ry 

worin d{r)j &{r) reelle Einheiten sind; die Einheit d{r) genttgt der Be- 
dingung 

ä{r) = ± c}{— r) 

worin aber naeh I, § 9, n*^ 7 nur das obere Zeichen möglich ist, und 
mithin ist d{r) eine reelle Einheit des Körpers Hi,^. Die Einheit &{r) 

genOgt der Gleichung 

&{r)&{— r) = + I 

und ist also eine primitive Einheit des Körpers ii„^ (II, § 5). Aus (6) 
ergiebt sich dann durcli Multiplication und Wurzelziehen 

(7) e{r) = &{r)o\r) 

(wo das positive Zeichen genommen werden känn, da ö, d nur bis aufs 
Vorzeichen definiert sind). Da wir nun nach II, § 8 B die Einheit d{r) 
als Product einer primitivefi Einheit mit dem Quadrat einer Einheit dar- 
stellen können, so können wir, indem wir die Wurzel dieses Quadrats 
mit a vereinigen, annehmen, dass die in (4) vorkommende Einheit e{r) 
selhst eine primitive Einheit sei, 

Wir leiten nun aus (4), indem wir r durch r" ersetzen und die 
Wurzel ausziehen, fQr ^^ ^^^ Ausdruck her 

(8) ip, = p,yj7(?^)aJl{r-^% 7j,)\ 

wobei bezQglich der Quadratwurzel nur soviel festgesetzt sein soll, dass 



(9) \e{r-) = \'e(r'-) 



sei. 
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.— It 



Nach (5) ist alsdann yje{r*')\/e{r) eine Zahl des Körpers ä^. Bilden 
wir nun aus (8) das Product ^„^_„, so folgt nach § 2, n*' 5 

(10) PnP^n = 



also eine Zahl des Körpers ii„, und zwar eine reelle Zahl. Da abef 
PnP-H ^ine Einheitewurzel ist, so känn diese Zahl nur = + i sein, und 
da sich hiernach der Wert der rechten Seite von (10) durch die Perrnu- 
tationen des Körpers H^ nicht ändert, so folgt: 

(ii) PnP^n = P\p-\ = + I. 

Es ist nun aber ebenso: 



. — an 



also gleichfalls eine Zahl in U^ und zwar eine Einheit, die wir 

(13) =r'&(r) 

setzen, indcni wir unter &{r) eine reelle Einheit verst^lien. Ebenso 
ergiebt sich 



— n 



(14) />_,/?:L.ive(r")v^c(r) 



-ft S^--hV''-i 



—an 



— »* rf/ — Wjn Nrt/ —nu v— tf 

a>.„a._i .ll(r , JJo) {r "*, 3;,) 



Und da die rechte Seite von (14) aus der rechten Seite von (12) dureh 
die Permutation (r, r"') entsteht, so folgt ihr Wért 

(15) =:r-*S(r). 

Multipliciert man also (12) mit (14), so ergiebt sich mit Röcksicht auf (11) 

(16) e(r")c(r)- = ö(r)* 

• 

woraus, da &{r) reell, also &{ry positiv ist, nach dem Satz A in § 6 
der zweiten Abhandlung folgt, dass e{r) das Quadrat einer Einheit in U^ ist. 
Damit ist aber durch die Formel (8) fttr diesen Fall der KuoNECKER^sche 
Satz bcwiesen. 
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.Was (lie Einheitflwurzeln p^ betrifft, go ergiebt sich fQr diesel ben 
aus (12), wenn d irgend eine m^® Einheitswurzel bedeutet: 

(17) />«. = ^>:, 

und durch wiederholte Anwendung dieser Formel 



*»*-» ^** 



(18) A*='? 

Setzt man hierin w = 5, A; = -m, so schliesst man hieraus, dass die Ord- 

4 

nung der Einheitswurzel p höchstens dié /\m'^ sein känn. 



§ 4. Beweis eines HUfsaatzes. 

'Wir scliicken unseren weiteren Betrachtungcn den Beweis eines ein- 

fachen Lemma'8 voraus, welches wir so aussprechen: 

Es sei 

m = (/ 

eine Potenz einer ungeraden Primzahl und es bedeute E{x), die grösste 
in X enthaltene ganze Zahly t bedeute^ jede positive ganze Zahl, relativ prim 
zu m und kleiner als m; t' eine ebensolche Zahl, die aus der Bedingung 

(i) it'=i (modm) 

bestimmt ist. 

Es ist zu beweisen, dass man eine durch q nicht teHhare ganze Zahl 

m 

n so annéhmen känn, dass 

durch q nicht teilhar ist. 

Die Richtigkeii dieses Satzes ist zunächst leicht einzusehen, wenn 
m = q eine Primzahl ist; denn bedeutet n eine beliebige positive ganze 
Zahl, kleiner als g, so ist 

(3) £(^)+^(<i^)=(-., 
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und wenn man mit V multipliciert und die Summe nimnit, so folgt, 
da S^ = o (mod g): 

(4) Y.rE (^') + YVE (^"^') = - I (mod q\ 

Es können also nicht heide Suinmen auf der linken Seite dieser Gleichung 
durch q teilbar sein, und wir dtlrfen also annehmen, es sei 

(5) Z/'-E(— j nkU durch q teilbar. 

£3 lässt sich nun zeigen, dass diese selbe Zahl n, in die allgemeine 
Summe (2) eingesetzt, diese durch q unteilbar macht. Wir setzen zu 
diesen Zweck 

m = qm'j m' >^ q 

(6) t = t, + qf.,; (::::;::::::r.) 

/j /J =E I (mod g), tt' = I (mod m). 
Es ist alsdann 

(7) f^n {mod g). 
Darnach wird die Summe (2) 

(8) i«0 ^ h-XEC^ + '^) (.nod ,). 
Da nun nt^ < w, so folgt 

(■o) odcr = E(^r) + , i 

(10) tritt jedesmal dann ein, wenn zwischen 

m mm 
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eine ganze Zahl liegt, d. h. wenn 

(ii) -^ -t + I 7 < —' 

Die linke*Seite von (ii) stellt lauter positive, die Einheit nicht tlbersteigendc 
BFQche dar mit dem Nenner m% von denen, wenn t^ die Zahlenreihe o, i,..., 
m' — I durchliliift, nicht zwei einander gleich sind. Es durchliluft daher 
die linke Seite von (ii) in irgend einer Reihenfolge die Reihe der Zahlen 

. . 12 m' — I 

(I2) , — 7> —79 •••> ; — f I, 

^ ^ mm m ' 

nnd wenn nun a einen beliebigen positiven echtenBruch bedentet, so ist ^(m'a) 
die Anzahl derjenigen Zahlen der Reihe (12), welchc nicht grösser als a sind. 
Die Anzahl der Werte von t^, fttr welche die Ungleichung (11) 
statt hat ist daher 

und ebenso oft tritt also auch der Fall (10) ein. Wenn wir daher die 
Summe der linken Seite von (9), (10) bilden, so folgt: 

Setzen wir dies in (8) ein und beachten dass ^t[ = o (mod (7) ist, so folgt 

(r4) Z/'A'(^) ^ &;e(|i) (mod ,), 

wodurch nach (5) der Hilfssatz bewiesen ist. 



§ 6. UntevHuchung den Falles, wo m eine tmgevade ZaJil ist. 

Es kommt nun vor allén Dingen darauf an, naclizuweisen, dass auch 
im. Fallc eines ungeraden 7n aus den Bedingungen a), b) am Schluss des 
§ 2 folfft, dass die an Hauptidedle sind, 

* Diese Formel ist eine leichte VerallgemeincruDg einér von Hermite (A c ta ma- 
thematica, B. 5^ 3. 3^5) bewicsencD Formel. Man vgl. aueh den Beweis der letzteren 
von Stern, a c ta mathcmatica, B. 8, S. 94. 

Acta matkfmaticm, 8. Imprlmé lo 2)0 .Tnln 1886. 33 
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Wir behalten die bisherige Bezeichnung bei, indem wir 

(i) m = m^m^ = g* 

setzen, unter m^, welchcs > i vorausgesetzt ist, den grössten gemein- 
schaftlichen Teiler von m und p — i verstehen iind mit /, t' resp. /,, t\ 
die Reihe der durch q nicht teilbaren positiven Zahlen, < m resp. < m^ 
bezeichnen, welchc den Bedingungen 

(2) W = I (mod fn), tit[= i (mod mj 
genQgen, und zwar sei stets 

(3) t = fi (modwj, 
folglich aiich 

(4) t' = t{ (mod w,). 

Wir bezeichnen endlieh noch mi{ (.r) den kleinstefi positiven Rest einer 

ganzen Zahl x nach dem Modul m, so dass x = tnEl—-] + {x) ist. 

Die Primzahl j; gehört nach dem Modul m zum Exponenten m^, 
d. h. p"*^ ist die niedrigste Potenz von p welche nach dem Modul m der 
Einheit congruent ist, und daher sind die Potenzen von p 

sllmmtlich modulo m verschieden, und sämmtlich = i (mod wj. Es ist 
also auch jede der Zahlen t einer und nur einer der Zahlen 

tu hP^ hP\ -y hP"^"' 
nach dem Modul m congruent und es la.sst sich A so bestimmen, diass 

(5) t = {p%) 

wird. 

Nun zerfäUt p im Körper Q^ in f^(wij von einander verschiedene 
Primideale p,, und in ebensoviele Primideale ^\^ zerfallt p im Körper ä^^ 
so dass (I, § 7, n*^ 4 und n*^ 8): 

(6) h = \>n ^ o\, 
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und wir bctrachten nun das Idcalproduct 

(7) b = Ép;. 

welches in Folge von (4), (5), (6) sich auch so darstellen lässt: 

Das Ideal b gehe durch die Substitution (r, r") in b„ ttber. Ein solches 
Ideal b känn aus jedem Id^al p des Körpers U,^ hergeleitet werden, tvenn 
nur die zugehörlge Primzahl p = i (mod q) ist. Nun ist aber för jeden 
Exponenten A, wenn hx eine passend bestiinmte ganze Zahl ist, för ein 
festes t^ 

(9) . (p'^) — ti= m,hx, 

und hierin ist: 

1. hx nicht negativ, weil eine Zahl ft\r den Modul m^ keincn grös- 
seren Rest haben känn als för den Modul m, 

2. hx < m^, weil {p^ti) < m ist, und 

3. hx von hx' verschieden, wenn A' (mod m^) von A verschieden ist 
(da sonst p^=p^ (modm) sein mttsste). 

Mithin durchläuft hx zugleich mit A, wenn auch in anderer Reihen- 
folge, die Zahlen o, i, 2, ..., m^ — i und demnach ergiebt sich aus (9) 



A 



woraus nach (8) 



im(m,— 1) 



'i 



(10) b = i)^'"'"'"'^n(p;;«r^ 

Es ist daher, wenn wir die Bezeichnung § 2, (13), (14) beibehalten, nach 
dem KuMMEK'8chen Theorem (I, § 8): 

(11) b = oi?*"'"*" V% voT' 

Daraus ergiebt sich nun, dass nicht nur b ein Hauptideal istj sondern dass 
auch die Producle br^b» w'* Potenzen van Hauptidealen sind. (§ 2, n*^ 5.) 
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Auf Grund hiervon lässt sich nuii beweisen, dass, wcnn die 15c- 
diiigungen crftillt sind: 

a) q;" b) tt„nr" sind Hauptidealc, 

die conjugierten Idealc q„ selbst Jlatiptideale scin mössen. 
Dieser Beweis setzt sich aus zwci Teilen zusammen: 

1. Es werde angenomraen, dass in dem Ideale a nur die Primfac- 
toren solcher Primzahlen p vorkommen, welche ez i (mod q) sind, auf 
welche also die Formel (ii) und die däran geknftpfte P^olgerung An- 
wendung findet. 

Unter dieser Voraussetzung ist wegcn (7) und (11) 

t 

(12) • a = IIa|' ein Hauptideal. 

Es ist aber ferner 

und folglich 

(13) ar'ar = (riaf^»^)'", 

was nach (11) die m^'' Potenz eines Hauptideals ist Also 

(14) IIo^'^'"^ ein Hauptideal. 

Nach der Voraussetzung b) ist aber n,' äquivalent a' , und also nach (14) 
auch 

(15) a^^'4^) ein Hauptideal. 

Nach dem Hilfssatz § 4 känn man aber die ganze Zahl n so annchmen, 

dass ^t'El--] nicht teilhar ist durch q und mithin folgt aus a) und (15) 

ddss Q ein Hauptideal ist. 

2. Es sei jetzt p einc (mod m) zum Exponenten / gehörige Prim- 

zahl, und 

j^(m)=e/', 

jedoch sei p nicht = i (mod }), mithin f nicht eine Potenz von q und e 
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nicht durch q — i teilbar. Eine solche Primzahl p zerfällt in U^^ in e 
verschiedene Primideale /'*''° Grades. Wir legen eine priniitive Wurzel c 
von m zu Grunde und lassen f nach dem Modul m die Reihe der Zahlen 



e—\ 



(l6) C% c\ . . . , C 

I 

durchlaufen; bczeichnen wir dann mit p^ die in ^ aufgehenden Primideale, 
so ist: 

(17) oi? = np,^, 

und die Bezeichnung känn so gewählt werdcn, dass durch die Substitu- 
tion (r, r"), pr in p^^ Qbergeht. Es enthalte jetzt unser Ideal a Prim- 
ideale /***" Grades und die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes werde 
vorausgesetzt fur alle diejmigm Ideale, welche keine Frimideale /*''" GradeSj 
und keine Primideale von anderen Graden wie a enthalten. 
Die Ideale 

(18) b = Ua^, b, = Uan, 

sind nun wegen (17) mit solchen Idealen aquivalent welche keine Prim- 
ideale /***" Grades enthalten und sonst keine anderen als solche die auch 
in dn vorkommen. Ausserdem ist aber nach a) 

(19) bn ein IJauptideal 
und nach b) 

(20) bn aquivalent a""^, aquivalent b", 

d. h. die Voraussetzungen a), b) sind ftir das Ideal b bcfriedigt, und 
daher ist n. V. 

(21) b ein Hauptideal. 
Es ist aber 



b aquivalent a"^ 



und 



Se = (mod m): 

c — I ^ ' 
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da nuii e nicht durch q — i teilbar ist, so crgiebt sich, dass auch Sf 
nicht durch q teilbar ist, und da also 

oT und Q-^ 

Hauptidcale siiid, so gilt das gleiche auch von a. Damit ist also der an 
die Spitze dicses Paragraphen gestellte Satz allgemein bewiesen. 



§ 5. Fortsetzung und Schluss. 

Mit Hilfe dicses Satzes lässt sich nun aus § 2, (18) folgern, wenn a 
eine Zahl, S(r) eine Einheit in Q^ bedeutet: 

(i) O) = 6(r)a"n(r'"«, rj.y^, 

und die Einheit &{r) niuss wegen § i, n° 3; § 2, n° 5 der Bedingung 

gentigen dass 

S""(r)S(r-) 

die m*® Potenz einer Einheit ist. 
Setzen Avir nach I, § 9, n° 2 

(2) &{r) = »-e(r) 

wo e(r) eine reelle Einheit des Körpers ij^ ist, also der Bedingung ^ 

(3) e(r) = e(0 

genögt, so ist auch 

e(r")e(r)-" = e(r)" 

die w*^® Potenz einer Einheit, und folglich (fUr n = — i) 

da m ungerade, so folgt hieraus, dass e(r) selbst eine m^^ Potenz ist, 
und wenn Avir dieselbe mit a"* vereinigen, so känn (1) jetzt so geschrieben 
Averden 

(4) O) = r^a^^nCr'^ rj^Y"", 
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und durch Ausziehen der m**° Wurzel, indem p eine imn^^ Wurzel der 
Einheit bedeutet: 

v 

(5) • S^ = />an(r-', 7i^)\ 

Aus dem Uinstand, dass ^^^T" <^cm Körper fi,„ angehört, schliesst 
man noch fflr die Einheitswurzel />„, wenn d irgcnd eine Potenz von 
r bedeutet: 

und durch Anwendung dieser Formel auf j; = i, w, ..., w^: 

(6) />.» = <?^"'-V"\ 

woraus, wena man för ,n eine primitive Wurzel von q^ und för A den 
Wert ^{ni) setzt, sich schliessen iJlsst, dass p höchstens eine qm^^ Einheits- 
wurzel ist. 

Durch die Formel (5) ist nun der KRONKCKKR^sche Satz auch fiir diesen 
Fall allgemein hewiesen. 

Marburg, iin Mllrz 1886. 
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I 

Preisaufgabe der fdrstlich Jablonowski^schen Gesellschaft ffir das Jahr 1889. 

Obgleich durch die Untersuchungen von Borchabdt iiber das arithmetisch- 
geometrische Mittel ein gewisser Zusammeuhang der ThetafunctionQn mehrerer 
Variabeln mit mebrfacben Integralen nachgewiesen worden, und obgleich die 
Ausdehnnng des ÅBEL^sclien Tlieorems auf vielfacfae algebraiscbe Integrale schon 
Jäcobi nicbt unbekannt war/ so scheinen doch selbst die betreffenden Doppel- 
integrale noch keiner erschöpfenden Betrachtung unterworfen worden zu sein. 
Da sicli nun zeigen lässt, dass wenn z. B. f^f^if^^t^^f^^f^^ gewisse einer sogenanu- 
ten RosENHAiN"sclien Griippe (ORELLK'ä Journal Bd. XL, S. 342) angelir»rige 
Tlietafiinetionen zweier Variabeln u und v bedeuten, die Determinante 

a* a*, a^ 

du du du 

dV dV dV 

dem Product 9^f^^f*^t, proportional ist, so ergibt sieli daraus (Leipziger Be- 
riclite 1884, S. 187) fur aj = (-^ j , y = (-^ j eine Gleichung von der Form 

du dv = . Die Gesellschaft wiinscht 

v'fi(*J) 

eiiie eingehende Untersurjiung der allgemcineren Doppelintegrale ron der Form 

dy 



rr f(xy)dx dy 

JJ s'Wy) 



100 f eine rationnle Funciion sei, in ihrem Zusammenhange mit den Theiafunctioiien 
zweier Variabeln, Preis lOOO Mark. 

Die aDODym eiDzarcichendeD BewcrbuDgsscbriftcn sind in deutscher, lateinischer öder 
französischer Sprache zu vcrfassen, niUssen deutlich geschrieben und paginirt, ferner mit 
einem Motto versehen und von einem vorsiegelten Couvert begleitct sein, das auf der Ausscn- 
seito das Motto der Arbeit trttgt, inwcndig den Namen und Wohnort des Verfassers an- 
giebt. Die Zeit der Einsendung endct mit dem 30 November 1889, und die Zusendung 
ist an den Secretär der Gesellscbaft zu richten. Die Resultate der PrUfung der einge- 
gangenen Schriften worden durch die Leipziger Zeitung im März oder April 1890 bekanut 
gemacht. Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 



I ii'. 



Siehe Crellk'8 Journal Bd. VIII, S. 415, »owle Rosexhain in seinen an Jacobi gerichteten 
Briefon, Crkixe'8 Journal Bd. XL, wo auch Integrale von der Form // -=4äz betrachtet werden, in 

* JJ \F{tu) 

denen Fitu) das Product von sechs linearen Faetoren A-]-Bt-{-(Ui ist. Vergl. ferner die NöTiiRRwhen 
Arbeiten in den Göttinger Nachrichten 1869, N° 15 und Bd. II der Mathematischen Anna- 
len, 8. 293. 
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SUR QUELQUES APPLICATIONS DE LA FONCTION Z{x, y, «) 

k LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 

PAB 

P. APPELL 

A PARIS. 



I. Dans un mémoire ^Sur les fonctiovs de trots par iables reelles satis- 
faisant d Véquation AF=o> publié dans le tome 4 des Acta Mathe^ 
matica, je me suis occupé plus particuliérement de celles de ces fono- 
tions 'qui ne cessent d'étre finies et continues quen certains points isolés 
les uns des autres. Les fonctions qui se présentent ensuite sont celles 
qui possédent des lignes ou des surfaces de points singuliers ou des 
espaces lacunaires. Il est facile d'étendre a ces /onctions les resultats que 
M. PiCARD (Comptes Rendus, 15 mai 1882) et M. Gouhsat (Ibid., 26 
février 1883) ont donnés pour les fonctions uniforines d*une variable 
complexe possédant des lignes de points singuliers ou des espaces lacun- 
aires. L'extension se fera en suivant exactement la méthode einployée 
par M. GouRSAT et en s'appuyant siir les développements en serie que 
j'ai indiqués pour une fonction de (c, yy z vérifiant Téquation AF = o 
réguliére en töus les points d'un volurne liniité par des portions de surfaces 
sphériques. (Voyes page 344 de mon premier mémoire). 

Sans m*arreter a cette généralisation facile, je vais appliquör la 
fonction Z(^Xy ?/, z) définie dans mon précédent mémoire a la solution de 
certaines questions de Physique mathématique. Ces applications sont 
fondées sur Textension du théoréme de M. MrrTAG-LEFFLER aux ionctions 
uniformes sati>faisant a IVquation différenticlle AF = o; elles compren- 

Acta mathematicii, 8. Imprlmö ie 18 Jiiin 188G. 34 
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nent, comrne cas particuliers, Ja détermination de la fondlon de Green pour 
tm parallélépipéde rectangle telle qu'elle a été dontiée par Riemann, ^ et 
la détermination des vitesses dans Vécmdement d'un liquide par le fond d'un 
vase prismaliqiie telle qu'elle a été indiquée dans différen tes notes insérées 
aux Comptes Rendus de TAcadémie des Sciences de Paris^ par 
MM. BoussiNESQ, DE Saint-Venant et Flamant. Dans toutes ces applications, 
le seul element analytique nouveau qu'il soit nécessaire d'introduire est 
la fonction que j'ai appelée Z(ir, y, z) et dont j'ai étudié précédemment 
les principales propriétés, ou les fonctions plus simples auxquelles se 
réduit cette fonction Z{x^ y, z) quand Un ou deux groupes de périodes 
deviennent infinis (Acta Mathematica, T. 4, p. 374). L'introduction 
de la fonction Z qui est définie par une serie absolument convergent^ 
permet d'éviter Temploi des series non ahsohiment convergefites auxquelles 
certains des auteurs cités ci-dessus ont eu recours. 

Des exemples de la méthode suivie dans le present mémoire ont été 
donnés dans deux notes que j'ai eu Thonneur de presenter ä TAcadémie 
des Sciences le 28 janvier et le 11 février 1884, la seconde en commun 
avec M. Chervet. 

2. Rappclons d'abord la definition et les principales propriétés de la 
fonction Z(xy y, ff). Soient, par rapport a un systéme d*^xes coordonnés 

rectangulaires, trois points de coordonnées respectives 

• 

{a, b, c), (a', b', c'), («", b", r") 

I 

non situés dans un méine plan avec Torigine, c'est h dire tels que le 
déterminant 



D = 



a h c 
a\ b' c' 
a" b" c' 



soit différent de zéro; nous supposerons le déterminant positif et nous 
djrons que les quantités 

(«,/>, r), {a', b', O, (a", i", r") 

' Rehwere, Electricitäi und Magneiumus, bearbeitet vod Hattendorff, p. 84. 
* Années 187O: 3, 31 janvicr, 30mai; 1882: 3, lO, 24 Avril; 1883: 12, iQNovembre. 
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sotit les trois groupes de périodes de la foiiction Z: En employant les 
mémes notations que dans mon premier mémoire (Acta Matheihatica 
T. 4, p. 351), désignons par m, m', m" trois nombres qni prennent toutes 
les valeurs entiéres positives, negatives et nulles, et posons 

a^ = ma + w'^' + w"a" 
b^^mh + m'V + m"i" 
c^ = mc + in'c' + *w"c"; 

I 

les points de coordonnées (a^, &^, c^ formeront les sommets d'un reseau 
de parallélépipédes tous égaux entré eux. Faisons 



r 


Mp 




' + y' 


+ 


s» 


P 


' + !&? 


+ 
+ 


c? 




rp 







iJ = + v(^ — ^uY + (y — ^)* + (« — <•.)'== + V^-' — 2rpcos^ + /?' 

et désigftons par E' une sommafion étendue a toutes les valeurs de nt; 
m'j in'\ la combinaison m = w' = m" = o étant exceptée. Alors la fonc- 
tion Z{x^ ijy z) est définie par la serie 

(i) Z{x, y. z)='- + ^ [^^ — i— ^Pj(cosjr) — ^P,(cosjr)J 

dans laquelle P, et P, sont les deux premiers polynömes de Legendre 

P, (cos <p) = cos jf , 1\ (cos f ) = I (cos' f — j) 

d'ou 

rP, (cos ^) .rri„ + yh,j + aCi, 



P P 



'P,(coSy) ^ J_ Uxa, + //fe, + gQ* a;* + y^ + z' " 

ö* "~ 2/?' L /?* 3 
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Pour toutes Ics j)osii*K)iis du point de coordonnces (t-, //, ^) distinctcs 
des points (a^, ft^, c^), la serie (i) est absolument coiivergente et la méthode 
suivie pour déifiontrer sa convergence permet de trouver une limite su- 
périeufe du reste. En outre la dififérence 



Z(.r, y, z) — 



\X-^-a.y + {!,-Ky + {z — cy 



est rcguliere au polnt {a^j b^j c^). 

La fonctlon Z jiinsi dcfinie depend des trois coordonnées variables 
{^7 y> ^) ^t des trois groupcs de périodes 

{a, b, r), K //, O, (a", b'\ c"); 

quaud il sera nécessaire de faire mcntion de ces périodes on pourra 
designer la foiiction Z(.f, t/, z) par 



Z[ .r, //, z 



a, /;, c \ 



' It 



(.: 



n in II I 



quand il n'y aura, aucuii doute possible sur les valeurs des trois groupes 
de périodes, nous écrirons comme préccdemment Z(;r, ?/, z). 
Cette fonction Z vérifie Téquation 






elle satisfait aux trois relations fondamentales 



(2) 



^(■r + 0, !/ + !>, -^ + <:) — Z{r, y, z) =-- Ax + B>j + Cz + E 
Z(x + «', ij + h\ z + C) — Z{,t, y, z) = A'x-{- B'y + C"^ + E' 
Z{x -H «", .y + b", z + c") — Z{,r, y, z) =- A"x + i?'V + 6"'*- + E" 



dans lesqiielles J, B, C, A', B', C, A", B", C", E, E', E" sont des 
constarites dépendant des neuf quautités a, b, c, a', b', c'; a", b", c", Ces 
constaiites pcuvent s'ox[)iiitier coininc il ?uit. 
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La sério qui définit Z(j;, y, z) inontre quc cc-ltu fonttion ne cli.angc 
jias quimd x, y, z chaiigcnt de signcs en méme temps, car si Ton change 
de Bignes x, y, z et /«, »(', m" le teniic general de la serie ne ehange 
[>as. Äinsi Ton u 

Z{—X; —y, —z) - Z{;x, y, z). 

U'ttprés cela, si, dans la preiniérc des éqiiations fuiidamcnlalcs (2), on fait 

_ " _ '' _ ■■' 

~ ~i J — -, — 2 

le premier membre de ectte relation »'imnule et il vient 

E = ^{Aa + /?&+ CV). 
On a de nicrne 

£'- '-(A'a' + B'b' + 6V) 

K"='-{A"a--\- 7r>/' + 6"V').- 

Pésignons par 

Z;(.', ;/, ^1, X;{r, !/, .-), X',{.', U, -') 

les dérivées partielies de la fonctioii Z par rapport a x, y, z. Ccs trois 
fonefions changcnt de signes quand x, y, z ehuiigent de signes en méme 
teinpg. Par exemple, 011 a . ' 



^^S 



tiaiit par rapport a, x Ics deux membres de la relation fonda- 



+ a, „ + l. z + ,:) — Z(x, //, !) ^ Ar + lin + V' + K, 
il vient 

^;(.t + tl, jj + b, ! + c) — Z;(.r, n, z) = A; 
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d'oT'i . en faisRTit 



de méme 



'Vz ' 2 ' 2/ 

On trouveruit, par un calcul identiqae, leu valcurä des six conetantes 
A\ B, U, A", If, f: 

^-=^(|.^.0. «-^<.^J). --<.^.0 

De cette fa^oii les coiistantes qui Agurent dans les cquutioris fondamen- 
tales (2) sont exprimées par des series ubsoluincnt coi ivergentes. On 
connait a priori un certain nombre de relations entrc ces constantcs ainei 
qiie je TaJ montrc dans mon premier mémoire. Parmi ces relations, je 
ine bornerai ä rappeler la suivante. Considérons le triédre ayant pour 
soinmet lorigine et dont les arétes passent par les points de coordonnées 

(<7, b, c), (<!', b', C-), («", i", c"); 

, appelons (?, 9', B" les faces de ce triédre, 

()., Ii, v), (/, /,■, ./), (/", ,i". »■■) 

les cosinus direcfeurs des arétes du triédre supplémentaire et / 
distances des trois points 

(«, b, c), («', b', c), (a", b", c") 

k Torigine. On aura 

I {åA + /iB + vOjlTsme + [k-Ä' + /i'B' + vCyisinff' 

I + {Å"A-' + fi"B" + v"C")U's\n r = — 4ff. 
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3. En vue d« cerUnnes des applications qui suivent, il importe de 
voir ce que deviennent ces formules générales, lorsque le rcseau des 
parallélépipédes élémentaires ayant pour soininets les points de coordonnées 
(a^, h^, c^ se conipose de parallélépipédes rectangles dont les arétes sont 
paralléles aux axes. Les points de coordonnées 

seront alors situés le premier sur Taxe Ox le second sur (hjy le troisiéme 
sur Ozy et Ton aura 

ft = r = o, d' = c' = o, a" = h" = o; 

nous supposerons de plus 



a > o, // > o, 



r" > o. 



Dans cette hypothése, on aura 



a^ = ma, 



h,^ = m'b\ 



r^ == m"r'\ 



puis 



p = Va'«*' + ^"»''' + ''"*"^ 



."*»» ""* 



d'ou 



coscr = 



Il m fl + c m z 



rp 



R ^- y,l{x — av>y + (i/ — bWy + (« — c"m"y 



(4) Z{ X, y, z 



\ 



a. O, O N 
O, b\ O 
O. o. c" 



7 + S'[f< -^-^^''.(-"^rt-^p.c™»?)] 



"> "^7 






p, 008^ et R ayant los valeurs particuliéros ci-dessus. Cett« fonction Z 
spéciale que nous désignerons pour abréger par 



^(^, y, z\ f^y ^S o 
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est paire par rapport a chacune des variables sépar<3inent; en efifet, par 
exeinple, la serie ne change pas si Von change de signes x et m. Donc 

^{—'^1 ih ^\ (i, i', O = ^(^^ y^ ^; ^y ^''y '•"); 

d'oii Ton conclut, en différentiant par rapport a .r, 

^;(-.r, //, ^; a, //, O ^ - Z;(r, ;/, ^; a, //, r"). 
et, po ur o* = o, 

Gette derniére expression est donc milh, indétermivée ou infinie, Comme 
les sculs points singuliers de 

Z;(.r, ;/, z; a, I/, c") 

sont les points de coordonnees 



la fonction 



X = ma, y = m'//, z = w/"r", 



Z:(o, //, ^; r/, //, r") 



ne peut devenir infinie ou indéterrninée que pour 



// - m'h\ 



z == 7h'V"; 



pour toutes les autres combinaisons de valeurs de // et*^, elle est mdU, 
De ménie les deux fonctions 

Z:(:r, o, ^; a, //, r"), ^K^r, //, o; a, //, r") 

sont nulles, la premiere en tous les points dii plan des xz distincts de 
ceux qui ont pour coordonnees 



X = ma, 



z = m"r'\ 



la deuxiénie en tous les points du plan des xji distincts de ceux qui ont 
pour coordonnees 
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En particulier les six constantes (voycz page 270) 

B = 2Z;(^j, o, o; a, h', c"), C = 2Z',{^, o, o; a, V, c") 



b' 



A' = 2Z;(o, -, o; «, h', c"), 



C = 2Z;(o, ^, o; a, h', c") 



A" - 2Z;(o, o, V; «» &'» c"), B"= 2Z;(o, o, ^; a, //, c") 



sont nuUes; quant aux trois autres constantes, elles ont ici pour valeurs: 



A^ 2Z;(^, o, o; a, b', c") 



h' 



B' = 2Z;(o, -, o; a, V, c") 



// 



C" = 2Z;(o, o, -; a, b', c"). 



Les relations (2) devlennent dans ce cas: 



(5) 



Z{x 4- fl, y, z) = Z(t, y, «) + ^a; + J? 
Z(i-, y + fc', ^) = Z{t; y, z) + B'i/ + E' 
Z(r, ?/, ^ + c") = Z(ir, y, z) + C"^ + E"; 



Ton a, de plus, 



E=-Aa, E' = -B'b', . E" = -C'c". 
2 ' 2 ' 2 

La formule (3) se siinplific alors de la fa^on suivante: les angles d, ff, $" 
sont droits, et Ton a 

; = /<' = v" = I , [1 = v ^ )• = ),• = a" = /i" = o, 

1 = a, I' = b', I" = c". ■ 



La fornrjule (3) devient donc 

Ab'e" + B'c"a + Cab' 

Acta math^matiea. 8. Imprlmé le 2M Jiiin IH86. 



= — 4r. 



35 



274 P. Appell. 

Dans le cas plus particulier encore ou Ton aurait 

a = V = c", 

c'est a dire dans le oas oii les parallélépipédes élémentaires seraient des 
cubes, ^ les constantes -4, B', C" seraient égales et la formule préeédente 
donnerait: 



d'ou 



A = B = C = — ^.; 

3^ 



E = E' = E" = — — . 

3» 



4. On sait quelle est, dans un grand nombre de questions d'électricité 
statique, Timportance de la détermination de la fonction de Green pour une 
surface ferinée donnée. Soit S une surface fermée, la fonction U dp 
Green est définie par les trois propriétés caractcristiques suivantes: 

1°. Elle vérifie dans Tintérieur de la surface 8 Téquation AJ7==o; 

2°. Elle a, en tous les points de la surface Sj la valeur zéro; 

3*". Elle est, en tous les points de Tintérieur de la surface ä, finio 
et continue excepté en un point [x\ y\ z') ou elle devient infinie * comme 



sj{x - xT + {y - yr +{z- zy 



Suivant la tcrminologie eniployée dans mon premier mémoire, la 
fonction de Green U vérifie Téquation AU— o, s'annule sur la surface 
S et admet dans Tintérieur le pöle simple {x\y'j z') avec le résidu + i« 

Nous nous proposons de déterminer la fonction de Green, lorsque 
la surface 8 est celle d'un polyédre possédant la propriété suivante: si 
Ton prend les symétriques du polyédre par rapport a chacune de ses 
faces, puis les symétriques des nouveaux polyédres par rapport a chacune 
de leurs faces, et ainsi de suite indéfinimént, les polyédres en nombre 
infini ainsi obtenus ne pénétrent pas les uns dans les autres, 

* Q est ce cas particulier que j'ai envisagé dans les Coroptes Rendus T. 96, p. 69; 
j ai de plus supposé a = I ; les constantes appelc^es dans cctte note ?. et /å ont donc pour 

valcurs / = »/^ = r» 

3 ' 3 

* Voyez, par exemple, Riemann^ Schwere, Elertricifät und Mnfjnctismus, page 142. 
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Cela arrivera, par cxeinple, si le premier polyédre est un parallél- 
épipéde rectangle ou un prisme droit ayant pour base un triangle équi- 
latéral, un hexagone régulier, etc. 

Pour tous ces polyédres la fonction de Green sexprime a Taide de 
la fonction Z(x, y, z)] voici de quelle fa9on. Ayant construit le rcseau 
des polyédres déduits par symétrie du polyédre donné S, comme nous 
venons de le dire, on prendra dans le premier polyédre S un point 
M'{x', y'j /) et tous ses symétriques M", M''% M}^^ etc; la fonction 
de Green U sera une fonction ayant pour p61es simples tous les points 
M'y M"j M"'y Jf^^ etc, le point M' et ceux qui sojit les symétriques 
d'ordre pair de M' avec le résidu + i , les autres points avec le résidu 
— I.. L'on pourra former cette fonction en appliquant le théoréme de 
M. Mittag-Leffler tel que nous Tavons étendu aux fonctions satisfaisant 
a Téquation AU = o et Ton arrivera ainsi a exprimer la fonction Uk 
Taide de la fonction Z(x, y, ^); c'est ce qui résulte des recherches de 
Bravais mr les systémes formés par des points distrihués réguliérement sur 
un plan ou dans Vespace (Journal de Técole polytechnique, 33**"® 
cahier, 1850). Cette fonction V prendra des valeurs égales et de signes 
contraires en deux points symétriques Tun de Tautre par rapport h. une 
face de T un des polyédres du réseau. 

5. Traitons d'abord le probléme de Riemann^ et cherchons la fonc- 
tion de Green pour un parallélépipéde rectangle. Prenons pour origine 
le centre du parallélépipéde et pour axes des paralléles aux arétes: les 
six faces du parallélépipéde seront alors deux a deux paralléles aux plans 
coordonnés et auront pour équations respéctives 

si Ton appelle a, y9, /• les dimensions, du parallélépipéde. D^aprés Rie- 

MANN, la fonction cherchée U a pour pöles simples les points de coor- 
données 

ka + (— i) V, m/9 + (— i)Y, ny + (— 0^ 

avec un résidu egal a ( — 1^*+"»+"^ les entiers ä, m, n prenant tous les 
systémes possibles de valcurs. En particulier elle admettra les huit p61es 

* Schwere, Electricität tmd Mag^netismus, page 84. 
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siinplcs dont \es coordonnccä et les jésiduä sont indiqués dans le tubleau 
suivaiil: 

Coordonnées 
^'» !/', z' 

j^', p — y', ^ 
a;', y', r— ^' 

a — x', p — y', z' 
oL — x', y', r — ^ 

■^', p — i/, r—'' +1 

a — x',p — y\r — ^ —I- 

B 

Les coordoniiées de tous les autres pöles se déduiront de celles du tableau 
prcccdent par Taddition d'un multiple de 2a ä la coordonnée x^ d'un 
multiple de 2y9 ä y et d'un multiple de 2/- a ^. 
Cela pose considérons la fonction 

Z(;c, y, z\ 2a, 2y9, 2;-) 

forinée avec les trois groupes de périodes 



léöidus 


+ I 


m 




+ I 


+ I 



(6) 



2a, o, o 

o, 2/9, o 

o, o, 2y. 



Cette fonction a pouf poles simples de résidu + ^ les points de coor- 
données 

2^;a, 2gy9, 2ry 

j)j g, r entiers. On aura alors une fonction U admettant les p61es in- 
diqués ci-dessus avec les résidus correspondants en prenant Texpression 
suivante oii Ton écrit Z(a;, y, z) au lieu de Z(a^, y, z\ 2a, 2y9, 2/-): 
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(7) f/= Z{x — x', y — !/', ^— /) — Z{x — n + x', tj — y\ z — /) 
— Z{x--x', a; — /9 + y', s — z')~ Z(x — x', y — ij', ^ — r + ■?') 
+ Z(a: — a + a:', ij — fi + y', z — /) + Z{x — a-j-x; y~y\ ^ — r + ^') 
+ Z{a; — a;', y—^ + y', 2 — j--\-z') — Z{x~a + x; y—^+-,/,z~j- + /). 

Gette fonction U satisfait ii Téquation A (7= o, clle a dans Tintérieur 
du paraltélépipéde donné le seul pöle x', y', s" de résidu + i , enfiii ellc 
6'unnule sur les six faces du parallélépipede; cela est evident pour les 
faces X = — , y = -, 2 ^ —, car, pour x = — par exomple, les huit 
termeB qui figurent dans rexpresaion de' U se détruiscnt dcux ä dcux en 
vertu de la relation 

Z{x, y, z; a, b', c") = Z( — x, y, z; a, b', c"); 

quant aux faces x ^ , y = — — , 2 = — -, on vcrifie quc U s'an- 

nule sur ces faces éii s'appuyant en outre sur les relations fondamentalcs 
(5), Ces mémes relations montrent quc la fonction U admet les trois 
groupes de périodes (6) c'est ä dire reprend les mémes valeurs aux points 
ayant pour coordonnées 

X + 2pv, y + 2J/9, z + 2iy 
p, g, r étant dea enticrs quelconques. Cette fonction U constituc donc 
un exemple des fonctions a trois groupes de périodes étudiéea dans un 
précédent mémoire (Acta Matheniatica 
T. 4, page 360). A"A : A-A"Ai/ 

On peut vérifier également sur Tex- /'■)( y : X 1 X )é' 

pression trouvéc que la fonction U est / ^r"- V ■ x afc'- x ' 
symétrique par rapport aux deux points /:\/:\/ \L^.\/ j \/ \/ 
{x, y, z) et {2;', y', /). 

6. Appliquons encore la méthode géné- 
rale ä la determination de la fonction de 
Gkeen pour un prisine droit dont la base 
est un triangle équilatéral. ^ 

Soit (voyez la figure), dans le plan des 

' Un6 t)DeatioD aoalogue a été troitée par M. RtQuiEB daiiB ane Théso Bur la méthode de 
M. Carl Neumann soutenue devaot la Faculté des Sciencea de Paris lo 2 avril 1886 (page 94). 
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coordoTHiécs x et y un trianglc équilatéral OPQ de coté a; prcnonsn pour 
origine le soniinet O et pour axe des x le coté OP; nous supposerons 
le prisrne placé de telle fa9on que le triangle OPQ soit la section droite 
équidistante des bases et nous appellerons h la hauteur du prisrne, de 
sorte que les plans de bases auront pour équations 



z = + 



Considcrons, dans Vintérieur du prisrne, un point M' de coordonnces 
x/, 1/', / et construisons ses iinages successives par rapport a toutcs les 
faces du prisine. D'abord les images successives du point M' par rapport 
aux bases ont pour coordonnées 

^', y', nh + (— i)V 

ou n désignc un entier quelconque; les coordonnées de tous ces points se 
déduisent de celles des deux points 

x\ y, z% x', y\ h — z' 

par Taddition de multiples des périodes 

Oi o, 2//. 

Ensuite les images successives du point -M'(.r', y', z') par rapport aux 
faces latérales sobtiennent comme il suit. Soit i la projection du point 
M' sur le plan des xy: construisons le réseau des triangles équilatéraux 
formés en prenant les symétriques du triangle OPQ par rapport a ses 
cotés, puis les symétriques des symétriques etc, et marquons par des 
croix les images du point i. Dans Thexagone régulier PQRSTV iio\\9^ 
aurons le point i et cinq de ses images, les points 2, 3, 4, 5, 6 dont les 
coordonnées sont les sui vantes: 



Points Coordonnées polaires 

I r\ d' 



r\ 



3 



Coordonnées rectangulaires 



X' 



2 "•" 2 ' 



y 



2 '2 
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v. 



27t 
3 


+ 


0" 


2;r 


• 


ff 


3 




2ff 

3 


+ 


ff 



ff 



X 
2 

i. 



?/V3 



J/V3 



»' , ?/V3 

2 "•" 2 ' 



rr' 



!fV3 . '/ 

2 2 



A'1 + ^' 
2 2 



*V3 _y' 

2 2 



Si lon construit le réseau de parallélogramrnes adinettant pour 
parallélogramine clémentaire OHKLy réseau dont les sommets ont poiir 
coordonnées 



ihi 



I W3 , - 



oii k et m sont des entiers quelconques, toutes los images du point i 
dans le réseau des trianglcs seront des points homologuea des six pöints 
I, 2, 3, 4, 5, 6 dans le réseau des parallélogramrnes. 

Par conséquent la fonction U quMl »'agit de former aura pour påles 
simples les douze points suivants avec les résidus + i comnic Tindique 
le tableau ci-dessous: 



Coordonnées 






»' , »'V3 

2^2' 


*\/3 

2 


+ 


y' 

2 ' 


/ 


2 "^ 2 ' 


a-\/3 

2 


+ 


?/' 
2 ' 


h 


« J/v3 

2 2 ' 


2 




2 ' 


z' 


2 2 ' 


*'v'3 

2 




y' 

2 ' 


h 



Résidus 
— I 



+ I 



+ I 



I 
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2 2 ' 2*2' 



^_yV3, _?V3^y^ ,,_,, 



+ I 



2 ' 2 ' 2 2 ' ' 

L -IAjI VJ •!.,// ^' I 

2*2' 2 2 

x\ —y\ z' — I 

or!, — y\ h — z' + i ; 

ellc aura en outre pour påles simples avec les mémes rcsidus tous les 
points de Tespace don t les coordonnées se déduisent des précédentes par 
radjonction de multiples des trois groupes de périodes 

o, o, 2h 

(8) f, ^, o 

Soit alors Z(x, y, z) la fonction Z formée avec ces trois groupes de 
périodes, c'est a dirc obtenue en faisant dans les formules générales 

H! =r o, h rr= o, C ^-= 2Ä 

/ 3^^ 7/ «v^3 / 

2 2 ' 

a" ^ O, //' ^- OtyJ, r" -- O. 

La fonction do Guekn chorehcc U sora 
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U= ^{x — x'j y — y', z — jsT) — Z{x — x\ tj — y\ z — h^ z') 






z 



•• — y'vT .. , «V3 + y' 



(^ + — r^> y + 2 > ^ — A + ^j. 



— Z(:r — ^', 2/ + ?A ^ — -8f') + Z(a; — rr', y + y', ^ — A + /). 

CJelte fonction U satisfait a Téquation AU = o et admet les trois 
groupes de périodes (8); elle a, dans le prisme donné, le seul p61e simple 
{x% y\ z') avec le résidu + i ; enfin elle s^annule sur toutes les faces du 
prisme. On vérifie immédiatement cette derniére propriété pour les faces 

.A 

en remarquant que la fonction Z formée avec les périodes (8) est paire 
par rapport a z et par rapport a //; en effet, les quantités dcsignées dans 
le cas general par a^, b^y c^ (p^g^ 267) sont actuellement 

a^ = m— , 6, = m'—— + m^a^JJy r, = 2mA; 

en changeant m de signe, c^ change de signe, a^ et b^ ne changent pas; 
de meme, en changeant w" en — m' -^ m"y^ b^ change de signe, a„ et c^ 

Aeta mathematiea, 8. Imprimé le 80 Juin 188(>. 36 
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ne changent pas; donc, d'aprés la fonne du terme general de la serie 
qui définit Z{x, y, z), on a, dans le oas actuel 

Z{x, y, z) = Z[x, y, — z) = Z(a-, —y, z). 

•L 

D'aprés cela, si Ton fait, dans JJ,z = - om y = o tons les ternies de U 
sont deux a deux égaux et de signes contraires et U sannule; quant a 
la face z ^= , on a en un point de cette face 



U 



= z{x-x\ y-y\ -\-z^-z(x.-x\ y~y\ - ^' + ^') 



Comme chaque tenne tel que 7j\x — .r', y — y\ — — + ^ j peut etre 

remplacé par Z(x — x'^ y — y', ^') 7 la seconde fonction Z de chaque 

ligne se déduit de la premiere par Taddition aux variables du groupe de 
périodes o, o, 2Ä; en appliquant alors les relations fondamentalcs (2) on 
trouvera facilement que la valeur de TJ est nuUe. Enfin il resterait a 
vérifier que la fonction TJ s annule sur les deux faces du prisme qui ont 
pour traces, sur le plan de la section droite OQ et VQ\ c'est ce que Ton 
ferait sans peine en prenant successivement ces droites pour axe des 
coordonnées x. 

Il doit encore arriver ici, d'aprés un théoréme general de Riemann, 
que la fonction TJ est syniétrique par rapport aux deux points (rr, y, z\ 
et [x\ y'j z'). 

7. Voici maintenant une seconde catégorie de questions dont la 
solution dépend, dans certains cas particuliers indiqués plus loin, de 
Teraploi de la fonction Z{Xy y, z). Soit une surfacc ferinée S: on se 
propose de former une fonction V{x, y, z) vérifiant Téquation AF=^ o, 
ayant dans rintérieur de 8 des p61cs simples donnés 

de résidus donnés 
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et satisfaisant en tous les points de la surface 5 a la condition 

ar _ 

du 

dV , . 

■^ désignant la dérivce de V prise suivant la normale a la surface S; 

cette derniére condition signifie géomctriqueinent que les surfaces de niveau 

V = C' 

coupent a angle droit la surface S. Ije problcine ainsi pose n'est possible 
que si 

Ri + 22, + . . . H- ^n = o. 
En eflfet on a 



ff 



dn 



d(T= -- 4^(A + R, + ... + R„) 



rintégrale double étant étendue ä la surface S: comme — est nul sur 

la surface Sj la somnie i2i + ^Z^ + . . . + 22„ doit étre nuUe. Supposons 
cette condition remplie et admettons qu'il y ait une fonction V remplissant 
les conditions du problcme: cette fonction sera unique ä une constante 
additive prés.^ En effet imaginons une seconde fonction V remplissant 
les mémes conditions, la diflFérence 

U= V— V 

sera finie et continue a Tintérieur de S, verifiera Téquation AU = o et 
satisfera en tous les points de S ä 1 equation 

dU 

dn 

Alors, d'aprés la relation de Green 



= o. 



lim 



dx 



) + (f ) + © J-"^- 



= _ hC UKUdxdijdi + ff 






* Voycz RiSMANN, Schwere, Electricität und Magnetismus, page 279. 
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duns liiquellc Ics intégralcs triplcs sont étcnducs au volumc limité par la 
surface S et rintcgrale doublc k la surfucc iS^, on a, puisquc 

A TT 5(7 



doii 



U = C'\ 



La diflférence V — V est donc constante et la fonction V ne difFérc de 
V que par une constante additive. 

La déterraination de la fonction V qui possede a Tintérieur de S les 
n poles simples 

■ 

avec les résidus 

t 

.dont la somrae est nulle, et qui satisfait aux autres conditions indiquces 
précéderament, peut^ctre ranienée ii la déterniination de n — i fonctions 
n'ayant chacune que deux pöles simples dans Tintérieur de S et satisfaisant 
aux mémes conditions que F. En cfFet, appelons V^y (ä;= i, 2, ..., n — i), 
une fonction qui possede dans Tintérieur de S les deux poles simples 

{^'ty'?/k, ^k)n (^n, Vny Z,) 

avec les résidus +1 et — i , qui vcrifie a Tintcrieur de 8 Téquatioti 
AF^ = o et sur la surface S Téquation y-^ = 0; la fonction F sera 

Ainsi Ton peut ramener le cas general au cas ou il y a seuleraent 
deux pöles simples a Tintérieur de S. Ce dernier cas se présente dans 
la question de physique suivante: 
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Ija surface S étant reiAplie d'un liquidc coriduöteiir, pianons en 
deux pointe 

de ce liquide les deux électrodes d'une pile supposces avoir la forinc do 
sphércs de rayon tros-petit par rapport aux dimensions de S. Un régime 
permanent s'établit et le liquide dcvient le siége d'un courant constant. 
Appelons V{Xy y, z) le potentiel en un point (i, y, z) du liquide: cette 
fonction V satisfait dans Tintérieur du liquide a Téquation AF=o; 
elle admet les centres des deux électrodes 3f j et itf, comme pölcs simples 
de résidus V^ et — V^y enfin elle vérifie sur la surface S Tcquation 

ar __ 

dn * 

Uon pourra cxprimer cette fonction V ä Taide de la fonction 
Z{x, //, z) toutes les fois que la surface S sera la surface d'un polyédre 
satisfaisant a la condition suivahte: si Ton construit les syniétriques de ce 
polyédre par rapport a chacune de ses faces, puis les symétriques des 
polyédres symétriques par rapport a chacune de leurs faces, et ainsi de 
suite indéfiniment, Von obtient un réseau de polyédres ne pénétrant pas les 
uns dans les milres. Alors, en appliquant le principe des images, on 
considérera les deux points M^ et M^ comme des pbints lumincux et les 
faces du polyédre comme des miroirs, et Ton construira les images des 
points -Äfj et M^) puis Ton formera une fonction F^[Xy y, z) vérifiant 
Téquation AJPj = o, admettant comme poles simples avec le résidu + ^ 
le point itfj et ses images, une fonction i\{Xy y, z) vérifiant lequation 
AJPj, = o, admettant comme pöles simples avec le résidu + i 1^ point 
Jfj et ses images; le produit 

■ 

V,[t\{x,i,,z)-l\(x,y,z)] 

augmenté d'une fonction cntiére convenable sera le potentiel cherché. 
La formation des fonctions F^ et F^ résulte de Textension du théoréme 
de M. Mittag-Lefflek aux fonctions vérifiant Téquation AF = o, exten- 
sion que j'ai indiquée dans mon premier mémoirc (Acta Mathematica 

T. 4). 

8. Appliquons cette métliodc au cas particulicr ou le polyédre 8 
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est un parallélépipéde rectaiiglc de dimensions a, y9, j dont lés faces ont 
pour équations 

— 2 ^ — 2 — 2 

Les images du point M.^{x^^ y^, ^J par rapport aux faces ont pour 
coordonnées 

Ä;, w, n étant des entiers quelconques. S5, parmi ces images, nous con- 
sidérons les huit points ayant pour coordonnées 

les coordonnées de toutes les autres images se déduiront de celles des 
huit points ci-dessus par Taddition d*un multiple de 2a ä rr, d'un multiple 
de 2y9 a y et d'un multiple de 2j ä z. Cela pose, prenons la fonction 

7j{x, IJy Z', 2a, 2^, 2r) 

forinée avec les groupes de périodes 

a = 2a, J = o, c = o 

(9) a' = o, V == 2y9*, c' = o 

a" = o, 6" = o, c" = 2;-. 

Une fonction F^{Xy y, z) ayant pour pöles simples le point M^ et ses 
images, avec le résidu + ij sera 

F^{x, y, z) = Z{x — x^, y — !/iJ ^ — ^^ ^a, 2/5, 2y) 

+ Z{x — OL + x^, y — y^, z — z^) + Z{x — x^j y — P + y,j z — z^) 

+ Z{^ — x^, y — y,, z — r + ^i) + Z{^ — ci + x^, y — P + Vi^ ^ — ^1) 

•I- Z{x — oL'\-x,, y — y,y z — r + z,) + Z{x — x^y y—^ + Vi^ ^ — T + ^i) 

+ Z{x — a + x^y y — ^ + y^, z — j- + z,). 
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De méme la fonction F^(x, y, z) déduite de la précédente par le change- 
mejit de Tindice i en Tindice 2 

FÅ^j !/y ^) ='Z{x — x^, y — y^y ^—^2) + z{x — oL + x^, y—y^y ^—^^ 

a pour pöles de résidus + i 1^ point M^{x^^ y.^, z^ et toutes ses iinages. 
La fonction 

(10) V{x, y, z) = V,[F,{x., y, z) — F,{x, y, z)] 

ne dififérera du potentiel cherché que pai: une fonction entiére. Mais il 
est aisé de voir que cette fonction est précisément le potentiel cherché, en 
Ycrifiant quelle remplit toutes les conditions iniposées au potentiel. Il 
suffit pour cela de vérifier que la dérivée 

dV_ 

dn 

est nulle sur toutes les faces du parallélépipéde donné. Sur la face 

X = -. la dérivée -r— est éffale ä ^;— , car la normale a cette face est 
2 ' du ^ dx ^ 

paralléle a Taxe des coordonnées x: or 

-^= 7Ji{x — %^, y — y^, z — z^) -f Z;(« — a + a;,, y — y, , z — Zi) + ...-, 

et poiir X = — ■ ' 

3^ = Z'^(^~x^,y—y^,^ — z^^ + Z',(—^ + x^,y—y,,z — z,^ + ...; 

I 

on a vu (page 272) que la fonction 

Z;(a;, y, z; a, J', &') 

est impaire par rapport ä x: donc 

z;(J — iTj, y—y,, 2 — ^,^ + ^'(~^ + ^1' y—yi^ ^ — ^i) =o; 
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le» aiitres termes de -^ se détruisent de inémc deux a deux pouf 

aj = - ; donc enfin -^ s'annule pour x = —. Comme il en est de méme 



de 



2 ' dx — '^ — 2 

dF, ., ar , , a 



dx 



-, on vpit que -j- 8'annule pour x = —. Faisons maintenant dans 



dF, a 

-T-i, X = ; nous aurons 

dx ' 2' 



3F. 



Mais, on n, d'aprés Ics relations fondainentäles (5) dans lesquelles a=2a, 

b' = 2/9, c" -= 2J- 

. K{^ + 2a, ij, i) = Z;(a;, y, z) -\- Å; 
donc la dififérence 

^;(y — ^1' y — Vx^ ■2! — 2.) — z;(— | — ar,, «/ — »/,, z — z^ 

est égale ä ,4, et Ton a, pour x =■ 

9P 

coinme dans les mcines conditioiis — -^ se rcduit égalernent a — 4^, la 
jfoiiction 

ar 



9* 



K 






9^ 

s*anniile pour a; = . On vérifierait de méme que ^ s'annule sur 

les faees 

^ — 2 
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et -g- sur les faces -8? = + - . Donc la fonction V est bien le potentiel 

cherché. Cette fonction adniet les trois groupes de périodes (9); en effet 
on déduit immédiaternent des relations fondainentales (5) que Ton a 

V{x + 2a, y, z) = V{x, y + 2^, z) = V{Xy y, z + 2y) = F(.t, y, z). 

9. Les expressions des fonctions F, et F^ établies dans le numéro 
précédent se simplifient quand Tun des points M^ ou M^ se trouve dans 
un des plans coordonnés: cette siniplification se ratt^iche aux formules 
de la division par 2 d'un groupe de périodes de la fonction Z{x, y, z). 

Supposons, par exemple, que les deux points M^ et M^ soient dans 
le plan xOy, c'est a dire z^ = z^ = o. Alors les images du point M^ 
ont.pour coordonnées 

ka + (— lyx, , wy9 + (— iy% , nr 

k, niy n étant des entiers quelconques. Si, panni ces images, nous con- 
sidérons les quatre points ayant pour coordonnées 

(^i' Viy o)» (« — ^1^ Vi^ o), (rr^, IS — y,y o), (a — a;^, jS — y.y o), 

• 

les coordonnées de toutes les autres images se déduiront de celles des 
quatre points ci-dessus par Taddition d'un multiple de 2a a rr, d'un 
multiple de 2y9 a y et d'un multiple de ;' a ;?; il en sera de méme des 
images du point M^. Prenons la fonction 

Z{Xy y, z; 2a, 2/9, 7-) 

formée avec les groupes de périodes 

a = 2a, i = o, c = o, 

(i i) r/' = 0, i' = 2y9, c' = o, 

a"=o, 6" = o, c" = ry 

et désignons cette fonction par Z^{Xy y, z) pour la distinguer de la fonc- 
tion Z{Xy yy z; 2a, 2y9, 2/-) employée dans le numéro précédent. Cette 
fonction Z^ vérifie les relations fondamen tales suivantes: 

Äet0 mathematiea. 8. Imprlmé le 30 Jain 1886. 37 
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Z,(.r + 2a, y, z) — Z^{;x, y, z) = Å^x + E, 

(12) 7.,{x, y + 2/9, z) — Z,{x, y, z) = B[y + E[ 

les constantes Ai , B[ , C\', E^ , E'i , E\' ayant Ics valeura définies dans 
Ics n" I et 2. L'on aura alors, pour le potentiel chorché V 

V 

(13) TT = ^•(•'^ — ^1 . y — ^1 . '?) + 2, (-r — a + •'»^, , .'/ — ?/, , ^) 

' O 

I 

+ ^,(.1; — a;, , y — ^^y^, z) + Z^{x^a + .r, , y — jS + »/, , 2) 

— Z,(a; — 3;,, y — y,, z) — Z^{x — a + x^, y — Hi, z) 
— Zj(r — .r^, 7j — l3 + y^, z) — Z,(ir — a + .r^, y — jS + y^yz). 

En eflfet, comme la fonction Zi(:r, ?/, z) admet ponr p61es simples de 
résidus + i les poiiits de coordonnées 

la fonction précédente V{Xy y, z) admct bien comme poles de résidus 
+ V Q le point M^ et ses images, comme pöles de résidus — V^ le point 
M^ et ses images. Elle vcrifie de plus les équations 

(14) F(:r, //, z) = V{a — Xy y, z) = F(r, p — y\ z) ^ V^Xy ;/, r ~ ^) 
-= F(— a — .r , y, z) = Vixy —ft — ?/, z) -= F(.r , y, —y — ^) 

comme on le vérifie en s'appuyant sur ce que la fonction Z^ est paire 
en rr, y, ^ et en se servant des relations fondamentales (12). Ces équa- 
tions (14) montrent que -^ sannule pour x ^^ ±7? y pour y = + — , 

— pour ^ == ± — . La fonction F posséde donc les propriétés caractéri- 

stiques du potentiel cherché. Les relations (14) permettent de montrer 
qu'elle admet en outre les trois groupes de périodes (11). 

La formule (13) se simplifie encore davantage si les points 3f, et 
M^ sont sur un axe coordonné, par exemple sur Ox: alors 

^1 =-= ^1 = ^2^, = ?/, = O. 



Sur quelques applications de la fonctioD Z(x^ y^ z) & la Physique mathématique. 291 

Les images du point M^ ont pour coordonnées 

celles du point M^ 

soit 

Z{x, y, z\ 2a, /9, ;-) = Z^(x, y, z) 

la fonction Z forméc avcc los périodcs 

2a, o, o 

o, [i, o 

o, o, j-. 
On aura 

y 

Tp- = Z,(j; — x^ , y, z) + Z^{.v — a + x^^y^z) — Z,(.c — x^, y, z) 



V. 



o 



— Z^{x — a + :r,, y, z), 

comme on le vcrific facileraent. 

Enfin 81 les points M^ et M^ sont au centrc de deux faces opposées 
du parallélépipéde c'est a dire si Ton a, par exemple, 

a;, = — |, »/, = o, z^=o 

^j =T' i/, = o. ^t = o. 

il vicnt 

^ = Z, (x + j, »/, if) + Z, (x — ^, y, 2^ — Z, (^ — j, y, -s) 



f^o 



— Z,^a; — j, y, 2J, 



ou d'aprés la relation 

Zj{x + 2a, y, z) = Z,(a;, y, ^) + A^x + ^^ 
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dans laquelle on reinplace x par x — — , et E^ par sa valeur Å^fi 

(J5) Y ^ ^^»r "^ i' ^' ^) ~ ^^»(^~¥' ^' '') — A-^ + ^»j- 

Si, dans cettc formule, on suppose 

on retrouve Texpression que nous avons donnée dans les Comptes Ren- 

A TT ^ V 

dus, séance du 28 janvior 1884; A^ est alors egal a et -B^ a 

(page 274). Comme les poles se sont superposés deux a deux, il faut 
pour avoir le potentiel, supprimcr le facteur 2 dans le Fecond raembre 
de Téquation (15). 

10. Kon pourrait résoudre la méme question dans le oas oii le 
polyédre S serait un prisme droit ayant pour base un triangle équilatéral, 
un hexagone rcgulier, etc. La solution ctant entiérement seinblable a celle 
du probléme précédent, je ne m y arröterai pas, et je tenninerai ce travail 
en présentant quelques observations sur un mode d'extension des resultats 
que Ton vient d obtenir. 

Etant donnée une sphérc de rayon a et de centre C, nous dirons 
que deux points M et M sont symétriques Tun de Tautre par rapport 
ä la sphére quand ils sont en ligne droite avec le centre et conjugués 
harmoniques T^un de Tautre par rapport aux deux extrémités du diamétre 
MM'C\ ces deux points sont inverses Tun de Tautre par rapport a la 
sphére 

CM.CM' = a'; 

Ton dit aussi que Tun d*eux est Timage de lautrc par rapport a la sphére. 
Considérons un volume fini ou indéfini limité par des portions de' 
surfaces sphériques ou planes: ce volume sera appelé polyédre fonda- 
mental. Construisons les symétriques du polyédre fondamental par rapport 
a chacune de ses faces, puis les symétriques des nouveaux polyédres par 
rapport a chacune de leurs faces et ainsi de suite indéfiniment. Alors 
deux cas se présenteront: ou bien Tensemble des polyédres ainsi construits 
occupera une portion de Tespace sans que les volumes des polyédres aient 
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des points communs; ou bien ces polyédrcs pénétreront les uns dans les 
autres. 

Nous n'envisagerons que le premier oas et nous dirons dans ce oas 
que le polyédre fondamental donne naissance a un groupe discontinu 
de transformation. Un exemple d'un pareil groupe a cté donné par 
M. PiCARD dans le Bulletin de la société mathématique de France 
T. XII, page 43; ces groupes ont aussi étc considérés par M. Poincaré 
dans son mémoire sur les groupes kleinéens (Acta Mathematica T. 3, 
page 66). 

Cela pose, on peut se proposer de former une fonction F{Xj y, z) 
vérifiant Téquation AF = o partout ou elle existe et possédant les pro- 
priétés sui vantes. Convenons d'écrire, pour simplifier, F{M) au lieu de 
F{Xj 1/f z)y M désignant le point de Tespace dont les coordonnées sont 
af, y, 2. Soit M un point du polyédre fondamental, M' son image par 
rapport ä une face de cc polyédre appartenant a une sphére de rayon a': 
appelons r' la distance du point M au centre de cette sphére. Alors la 
valeur de la fonction F au point M' sera donnce par 



F{M) = -,F{M): 



de sorte que du moment que la fonction F est connue dans le polyédre 
fondamental, elle est connue dans le polyédre symétrique par rapport 
a la face considérée. Appelons de méme M" Timage du point M par 
rapport ä une seconde face du polyédre fondamental appartenant ä une 
sphére de rayon a" et r" la distance du point M au centre de cette 
sphére, on aura 



r" 



F{M") = '-,F{M), 

CL 

et ainsi de suite pour toutes les faces. L'on prolongera par le méme 
procédé la fonction F dans tout Tespace occupé par le groupe des 
polyédrcs considérés. Si dans Tintérieur du polyédre fondamental la fonc- 
tion F vérifie Téquation 

AF=o 

elle la verifiera dans tous les autres polyédrcs en vertu du théoréme de 
Thomson (Journal de Liouville, T. 12, p. 256 — 264). 
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L*on pourrait aussi rcmplacer les équations précédentes par les 
suivantes: 

F{M') = -'-.F{M) 



en changeant le signe apres chaque inversion. La fonction F ainsi déter- 
ininée 8'annulerait sur la surface du polyédre fondamental. 

Un exemplc de Texpression d'une pareille fonction et méme d'une 
fonction plus générale se trouve dans les le9ons de Riemann >Schwere, 
ElectricitM und Magnetismtis, bearbeitet von Hattendorf», page 191. Je 
me propose, dans un autre travail, de donner Texpression analytique d'unc 
telle fonction et d'en faire des applications seniblables ä celles qui ont 
cté donnces plus haut pour la fonction Z{Xj y, js). 

Paris, 23 mars 1886. 
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SUR LES INTÉGRALES IRRÉGULIÉRES 

DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 

PAR 

f 

H. POINCARÉ 

å PARIS. 



% 1. Series aayinptotiques. 

Tons les gcométres connaissent les curieuses propriétés de la serie 

(le Stirling. Gette serie: 

logr(.r+i) ^ 

= - log (2r) + \oc. + -] log .r — X -\ ^ ^ -^ H ^ -T — ... 

est toujours divergcnte. Cependant on peut en faire légitiinement usage 
pour les valeurs tres grandes de x. En eifet les termes apres avoir décru 
avec une tres grande rapidité, croissent ensuite au dela de toute liinite. 
Mais si Ton 8'arréte au plus petit terme, Terreur coinmise sur la valeur 
de log/'(:r + i) est tres petite. 

Ya\ d'autres termes, la serie de Stirling représente asymptotique- 
ment la fonction log r(.r + i); c*est a dire que si S^ est la sonnne des 
premiers termes de oette serie jusques et y coinpris le terme: 

. B« I 

-r 



2n{2n — I) a?" ' 

Texpression 

tendra vers o quand x croitra indéfiniment. 

Åetm mmthemmtica. 8. Imprlmé le SO Jiiin 1886. 
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Il existe évideminent une infinité de series dont les termes apres 

avoir décru tres rapidement croissent au dela de toute limite. Si par 

exemple : 

Å Å A 

sont une serie de nombres tous plus petits que i, niais ne tendant pas 
vers o, la serie: 



— ^.i H — |.i.2 +...+-^.i.2.3...n + ... 

XX X 



sera divergente et on y trouvera des termes aussi grands qu'on voudra. 
Mais cependant, si x est tres grand, les premiers termes décroissent tres 
rapidement. Ainsi, si a; = n et que n soit tres grand, le n* terme: 



^-i,2...n<i(i-i)(i-?)...(i-!^)< 



ne""" 



est extrémemerit petit. 

Je dirai qu'une serie divergente 

(.) ' A+^ + ^ + .-. + 7 + --- 

oii la soinme des n •{- i premiers termes est S^, représente asymptotique- 
ment une fonction J{x) si Texpression 

x'{J-S„) 

tehd vers o quand x croit indéfiniment. En effet si x est suffisamment 

grand, on aura 

rr*'(.7— /§„) < s 

s étant tres petit; Terreur 

X 

commise sur la fonction J en prenant les n + i premiers termes de la 
serie est alors extremement petite. De plus, elle est beaucoup plus petite 
que Terreur commise en prenant seulement n termes et qui est égale ä: 

s étant tres petit et A^ fini. 



n 
X • 
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Il résulte donc de lä que la serie (i) se coinportera tout ä fait 
comme la serie de Stirling; que, si x est tres grand, ses termes décroitront 
d'abord rapidement pour croitre ensuite au dela de toute limite et que, 
malgré sa divergence, il sera legitime' de s'en servir dans le caleul de J. 
Je dirai aussi quelquefois pour abréger que la serie (i) est une serie 
asymptotique. 

On peut multiplier Tunc par Tautre deux series asymptotiques 
d'aprés les 'mémes régles que les series ordinaires. Soit en effet asymp- 
totiquement 

tC JU Q^ 



X X' 



en définissant S„ et SJ, coinme plus haut: 

X X 

s; = ^; + 4^+ ... + -:. 

* X 

Les doux équations (2) signifient que 

(3) lim x^{J— S„) = lim rr''(J' — S^) = o, 



.T — 00 T= X> 



Faisons le produit de nos deux series d'aprés la méme régle que si 
ellcs étaient convergentes; soit 

^ ^ X 

et 2'„ la somme de ses n premiers termes. 

Comme 8„, SJ, et 2'„ sont simplement des poljmåmes en-,onaura 

évidemment: 

"^ . limrr"(S„S; — ig = o. 

On a de plus: 

\\\\ —- = lim — - = I , lim - — lim — - == i . 

C*est une conséquence immédiate des équations (3). 

Åetm matkematiea. 8. Imprimé le 1C JnLllet \W0. 38 



2{^8 * H. PoiDcar<<: 

Il vicnt alors: 

J = ^n + -^^ J' = K + -^ 

X X 



lims = lims' = o 



roii: 



äU + H^e + ^ 



JJ' = S„ S,' + 



«" 



• 



X 



S^ tcnd vers Aq et s vers o; donc SI,b tend vers o. De méme S„e' et 



-^ tendent vers o. Donc; 



n 

X 



linia;"(J./' — S.S„') = o 
et par conséquent 

lhti.r"(J"J"' — 2',) = o 
ce qui veni dire que Ton a asymptotiqiiement 

tC JO 



c. Q. F. D. 



Kn particnlier, il est permis d*élever une serie asyinptotiqiie au earrc 
ou a une puissance quelconque. Soit maintenant; 

(4) F{z) = 7?^ + 7?^^ + . . . + 7?„^" + . . . 

une fonction holomorphe de z dans le voisinage de ^ = o; la serie du 
second membre sera cette fois convergehte. Soit 

S = Aq + — ^ + . . . 

une serie divergente representant asymptotiquement une fonction J. Si 
Ton- éleve la serie S — A^ a la puissance n d^aprés la meme régie que 
si elle ctait convergente, on obtiendra une serie {S — A^y ordonnée 

suivant les puissances croissantes de - et representant asymptotiquement 

X 
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Formons cnsuite la serie divergentc: 

B,+ B,{S—A,)r^ ... + B^{S-r-A,Y + ... _ 

ct ordoniions-la suivant les puissances croissantes de -. Nous obtieridrons 



Hiie serie divergentc: 

doiit la sotnine des n + i premiers tcrines sera 2'„. Je dis qu'elle rc- 
j)résentera asyinptoticjueineut la fonetion F{J — A^). 
En effet 1\ et 

2':. = 7^0 + /A(S« - J«) +. B,{S,, - A,y + ... + B,{S^ - A,Y 

sont deux polynönies entiers en - dont les ternies de degré inférieur a 
n + I ne difierent pas. On aura donc: 



\\mx"{l\ — r„) = o. 



X— 00 



Je dis niaintenant que 

lhnx"\F{J—A,) — 2::] = o. 
En effet on aura cvideniment: 

lim o;" [B,{J — A,y — B, (S, — A,y] = o 
puisque {S — A^Y reprcsente asymptotiquement {J — -^o)*- Posons: 



T, = B, + B,{J-A,) + . . . + B,XJ—A,y 



il viendra: 



II reste a démontrer que 

lim;r"(F— 7^) = o. 
Or il vient 



\ 
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ou puisque la serie (4) est convergente: 

\F- r,\ < M\J^A,\'^' < jtf |^(j_^,)|.H_i_ 

M étunt uue constante positive assignable. Or on a: 

\\mx{J — ^0) = Aj ^""•^''-irri =" ^ 
(Toix : 

C. Q. F. D. 

Ainsi il est periuis de substituer une serie asyinptotique dans le 
développeiiient d*une fonction liolomorphe coiinne s'il s'agissait d*une serie 
convergente. 

Soit par exeniple: 

Ä — :li _L :!« — 

une serie representant asyniptotiquement une fonction J. Elevons-la au 
carré,* au cubc, etc. et appelons S^ 5^, . . . , les series divcrgentes ainsi 
obtenues. 

Fornions la serie 

i + S + S^ + S' + ... + S'' + ... 
et ordonnons-la suivant les puissances croissantes de - . Nous obtiendrons 

X 

ainsi une serie 2* qui representera asyinptotiqueinent la fonction 



I—/ 



Cela montre que Ton peut diviser Tune par Tautre deux series asyrnp- 
totiques pourvu que le premier terme A^ de la serie diviseur ne soit pas nul. 
En effet si lon a par exemple: 



S=Ao + ^+...=J 

X 



S' = A', + ^.+ ... = J' 

♦v 
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la gérie -j sera représentce asyniptotiquemcnt par la serie divergente: 



qui est facile ca former. 

Il est pennis d*iiilogrer une serie nsyinptotique. 
asyiriptotiquement 



Ainsi si Ton a 



T ^a I dl I 4. d^! 4- 

^ — ».a T^ «»'••• » »i » • • • 



s 



je dis qu'on aura iisymptoticiuement 



Ob 



/ 



An 



jcfx = i + A + • • • + — 

X ' 2X^ ' (h- I)^' 



i-^l "T • • • 



5'. 



En effet la preiiiiere équation sigiiifie quc Ton pcut preiidrc x assez grand 
pour que: 

\J — S«|<— quelque jKJtit que soit e, 

X 

On en déduit: 



<x> 



fjdx —fsjx 



{n — \)x 



«--i 



ce qui veut dire que 5" représente asyniptotiqueuient fJdx, 

C. Q. F. D. 



Il ne serait pas pennis au contraire de différentier une serie asymp- 
totique. 

No US dirons aussi quelquefois, si F, Qt J sont trois fonctions de 
Xy que J est représente asyniptotiqueinent par la sérre: 



quand la serie: 



X X 



-^0 + "^ + "^ + • • • 



/— (p 



representera asyniptotiqueuient la fonction — r; — 
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Il résultc, par cxeinple, de Tanulyse qui précéde que si Ton pose 
on aura asymptotiqucmcnt 

les C ctant des coöfficicnts faciles a calculer; les preinicrö ont pour valeur 

C, _ — , c, 3-i+«' «f^- 

Nous avons dit jusquMci que x croissait indéiiniinent, sans dire de 
qucUe maiiiére; niais il a cté sous-entcnduqiie cette variablc croissait par 
valeurs reelles positives. Il est to.utefois evident que la thcorie ii*est pas 
changée quand on suppose que x tend vers Tinfini avee un argument 
détenniné diflférent de o. 

Voici maintenant une femarque tres importante pour ce qui va suivre: 

Une serie divergcnte ne peut pas representer une mcnie fonction J 
quel que soit Targument avec lequel x tend vers Tintini. 

Je dis en effet que: 



-'{•> - ^. - ^ - $) 



ne peut pas tendre vers o pour tous les arguments de x (ou du moins 
ne peut pas tendre uniforméinent vers o), sans quoi J serait une fonction 

holomorphe de - et la serie serait convergente. 

On peut se demander si, pour un ménie argument de .c, une mcme 
serie peut representer asymptotiquement plusieurs fonctions difiérentes. 
La rcponse doit ctre affirmative. 

Il suffit pour sen assurer, de vcritier qu'il y a des fonctions J qui 
sont représentces asymptotiquement par une serie dont tous les termes 
sont nuls, c'est a dire des fonctions telles que: 

limt/t" = o 
quelque soit /e, quand x crgit indéfinimcnt par valcurs positives. 
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Tel est en efFet le cas de la fonction: 



r-X 



J = e 

En revanehe pour un möme argument de x^ une meme fonction ne 
peut étre représentée asyrnptotiquenient quo par une seule serie. 



S 2. Series normales. 

Je vais maintenant rappeler suecinctement les principaux resultats 
obtenus par MM. Fuchh et Tuomé au sujet des equations linéaires. 
Soit: 

(O -f'.g+p...,£^+.-+i',g+n!' = o . 

une équation oii les coöfficients P sont des polynomcs entiers en x. Je 
me propose d*6tudier les intégrales pour les valeurs tres grandes de \x\. 
Si le degré des polynomes P„ , P„_i , . . . , P^ va constamment en 
déeroissant, il y a w series de la forme sui vante: 

(2) a-«(j, +^ + ^+...) 

qui satisfont formellement a réquation et qui de plus convergent si \x\ 
est assez grand. En d'autres termes il y a n intégrales régulieres. 

Les valeurs de a sont données par une certaine équation détermi- 
nante; il y a exception dans le oas ou la différence. de deux racines de 
cette équation devient un entier; le logrr peut alors sMntroduirc dans les 
series. 

Si le degré des polynåmes P ne va jamais en croissant, mais ne va 
pas toujours en déeroissant et si le degré de P^ est plus petit que celui 
de P„, il y a dans certains oas m series de la forme (2) {ni <n) qui 
satisfont formellement a Téquation, mais elles ne convergent pas toujours. 

Enfin, si on laisse de cöté certains cas limités et exceptionnels dont 
je parlerai plus loin, on démontre qu'il y a w series de la forme suivante: 

(3) ^'^"(A+^ + 7.-+---) 
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qui sdtisfont foriiiellement ä Téquation. Q est un polynome entier en x. 
Une pareille serie s appellera une serie normale et elle sera d*ordre p si 
le polynéme Q est d^ordre p. 

Malheureusement ces series normales ne sont pas toujours conver- 
gentes. Si Tune d'elles converge, on dira qué lequation admet une in- 
tégrale normale. Mais cela n'arrivera qu'exceptionnellement. 

Passons maintenant a Texamen de divers cas exceptionnels. 

Le polynérae Q étant supposc connu, a nous sera donné par une 
éqiiation déterminante. Dans le cas ou cette équation a deux ou plu- 
sieurs racines diiférant entré ellea d'un entier, il peut y avoir exception 
et on peut trouver au lieu d'une serie normale propreraent dite une 
serie de la forme suivante: 

e^^x^^lipo + logrc.^^i -f log'.r.^'2 + • •• + ^og^x.^f^] 
les ^ étant des series ordonnées suivant les puissances croissantes de - . 

Nous appellerons une pareille serie, serie normale logarithmique 
d 'or dre p. 

Soit a le coöfficient de x^ dans Q, et supposons qu'aucune des series 
normales qui satisfont a Téquation (i) no soit dWdre supérieur k p. Il 
arrivera alors que a nous sera donné par une certaine équation facile 
a former. 

Dans le cas ou cette équation a des racines multiples, il peut arriver 
que le procédé qui permet de former les series normales devienne illusoire. 
M. Fabry, dans une thése récemment soutenue devant la Faculté des 
Sciences de Paris, a fait voir que Ton peut former alors des series de la 

forme suivante: 

e^x^^i/f 

t 

ou Q est un polynome entier de degré > {p — i)n et <pn en ar' et ou 

^ est ordonné suivant les puissances croissantes do x «. Cos series gé- 
néralement divergentes satisfont formel lement a réquation (i). 

J'appellerai une pareille serie, serie anormale d'ordre p. 

Voyons comment Tordre des series normales se rattache au degré 
des polynömes P. Soit 3f< le degré de P,. Soit: 

n — % 
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Soit Ä la plus grande des n quantités iVj. Soit p Tentier qui est egal 
ou immédiaternent supérieur ä h, On troiive que toutes les series nor- 
males ou anormales qui satisfont formellement ä Tcquation (i) sont 
d'ordre j) au plus. 

Je vais démontrer la réciproque: 

J'appellerai le nombre Ä, le rang de Téquation (i). Je vais faire 
voir que si n series normales d'ordre egal ou inférieur a p satisfont for- 
mellement a une équation linéaire de la forme (i), cette cquation est 
au plus de rang p. 

En effet Tcquation peut s'écrire en la divisant par P„ 

les F étant des series convergentes ordonnées suivant les puissances dé- 
croissantes de x. La serie i% commenccra par un terme rr^^'— ^- ^t Tune 
au moins des series F^ commencera par un terme en a:*^"~'\ 
Cela pose, soient 

^1) ^^2, • • • > ^n 

t 

n series normales dordre p satisfaisant formellement ä Téquation. Ap- 
pelons Sf la dérivce ä® de Si formée d*aprés les régles ordinaires du 
calcul, en diiférentiant chaque tenne comme si la serie était convergente, 
puis en ordonnant. Formons un tableau de n lignes et de w + i co- 
lonnes ou le i® terme de la i^" colonne est S^, et oii le i® terme de la 
(Ä + ^y colonne est Äf. Soit A^ le déterminant foi;mé en supprimant 
dans le tableau la i® colonne. On calculera ce déterminant par les régles 
ordinaires du calcul et on obtiendra une serie divergente que Ton or- 
donnera de la méme maniére que les series S. 
Quant au quotient: 

si on Teffectue d^aprés la réglc ordinaire de la division des series, on 
obtient une serie ordonnée suivant les puissances décroissantes de x qui 
doit étre identique ä +F, et qui par conséquent est convergente. 

Mais on voit sans peine, d*aprés la loi méme de sa formation, 

Aeta mathemmtita. 8. Imprim^ le 16 Jnlllet 188C. 39 
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qu'elle ne peut commencer que par un terme d'ordre p{n — i) en rt; 

au plus. 

On a donc 

h<p. 

C. Q. F. D. 

D'ailleurs supposons que Ton ait une équation de rang p -^ i et 
que Ton forme Téquation qui donne le coöfficient de x^^^ dans les po- 
lynomes ^. Si toutes les series normales étaient d'ordre p ou au dessous, 
toutes les racines de cette équation devraient étre nulles, et il est äisé 
de voir alors que le rang de Téquation différentielle s'abaisserait. 



§ 3. Cas du iyi*emier ordre. 

No'us commencerons par nous restreindre au cas ou toutes les series . 
normales sont de i®"^ ordre, e'est a dire ou dans Téquation: 

le degré d'aucun des polynömes P ne surpasse le degré m de P„. Soit 
alors Ai le coGfficient de x'" dans P<; nous formerons Téquation: 

(2) ; ^„a« + A,^,a^-' + ... + A^a + A,=o. 

Soient ttj, Ö2J •••> ^H 1^8 racines de cette équation que je supposerai 
d'abord toutes distinctes. Uéquation (i) sera satisfaite alors par n series 
normales du i®' ordre de la forme suivante: 

oii a^, ao, ..., a„ sont des constantes convenablement choisies et ou 
fl? Fa? • • • > Fn ^^"^ ^^^ series ordonnées suivant les puissances croissantes 

de - . 

X 

Considérons la transfonnce de Laplace de notre équation (i) pour 
laquelle je renverrai a mon mémoire s^ir les éqiiations Unéaires aux diffé- 
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rences ordinaires et aux différences finies inséré nu Torne 7 de rAmerican 
Journal of Mathematics. Gette transfonnée pourra s'écrire: 

lin rJ"*"^ 7 

(3) Q.^+Q.J^+... + Q,'^+Q,v = o. . 

Les Q sont des polynöines de dcgré n au plus en z et Ton a: 

Q,n = {^ — ^i)(^ — ^2) . . . (^ — «„). 
Uéquation (3) admet alors n points singuliers simj)les: 

» 

Formons Téquation dcterminante relative au point singulier z = a^. 
Les racines de cette équation seront: 

o, 1, 2, ..., m— 2, ft^. 

Je supposcrai d^abord quc y?, n'cst pas entier positif ou ncgatif. Il 
existera alors m — i intégrales de Téquation (3) qui seront holomorphes 
dans le voisinage du point z = a^ et une m*" que j'appellcrai v^ et qui 
sera de la formc suivante: 

(4) v, = {z- «,/■■ + C\{z - «,/'+• + C,{z — a,)''^ ' + .... 

Construisons maintenant un contour fermé Ä^ de la fa^on suivante. Du 
point aj comnie cent re avec un rayon tres petit, décrivons un cercle. 
Par le point a, menons une droite pafalléle ä Taxe des quantités reelles 
et prolongeons-la indéfiniment dans la direction des quantités reelles ne- 
gatives; elle coupera notre petit cercle en un certain poiiat b^. Cela 
pose, le contour k^ sera fonné conirne il suit; on suivra d^abord la droite 
que je viens de définir depuis Tinfini jusqu'au point ft,, puis on fera le 
tour du petit cercle pour reveriir au point ftj et enfin on retournera du 
point bi a Tinfini en suivant la droite. 

Si Ton se reporte au ménioire cite (American Journal of Ma- 
thematics, Tomq 7), on verra que Tintégrale suivayte: 

J. ^Jp^e^^^ffz 
prise le long du contour A-^ est une intégrale de Téquation (i) pourvu 
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que la partie reelle de x soit suffisamment grande, et en pärticulier si x 
est positif et tres grand. 

Nous décomposcrons cette intégrale J^ en trois autres: 

Ji = Ji + Ji' + jr 

la premiere J[ étant prise le long de notre droite de Tinfini a i<; la 
seconde J/' ctant prise le long du petit cercle qui a pour centre le point 
a^ et qui passé par le point i^; et la troisiéme J/" étant prise le long 
de la droite suivie en retour depuis f^j jusqu'ä Tinfini. 

J'ai inontré dans le ménioire cité qu'on peut trouver deux quantités 
D et ly telles que 



X C X e 

lorsque x tend vers Tinfini par valeurs reelles positives. 

Comnie, par construction, la partie reelle de bi est plus petit<j que 
celle (Je a,, on peut en conclure qu'on aura: 

\\mx''e^"i-'{j; + Jr) = o 

quelque grand que soit q. 
Ecrivons 

Itt étant le reste de la serie (4). Je puis prendre le rayon de notre 
petit cercle assez petit pour que cette serie soit convergente. 
On a alors: 

j;' =^J{2 — a^'^e'\h + . . . + C,j{z — ii^'^^'c''dz +fl{,e'^(h. 

les intégrales étant prises le long du petit cercle. 

J'ai niontré dans le ménioire cité que Texpression suivante 

tend miifonnément vers o pour toutes les valeurs de x quand k croit 
indéfiniment. 
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Cela est vrai d^iilleurs quel que soit 5. 
D autrc part, Texpression suivante : 

f {z — a)" e"d2 

est représentce asyinptotiqueihent par rexpressioD: * , 

(e-"^*— i)r(A + O^-^-^e"''. 

Je veux dirc que la différence de ces deux expressions multipliée 
par x''e~''^' tend vers o quand x grandit indéfiniment. 

Il resulte de la que V/', et par conséquent J^, est représentc asymp- 
totiquement par la serie suivante: 

—^^^^i^lXp, + ,) 4- c'^-^<fiU\li, 4-2) • 
+ C7,^~lie''''/'(/9, 4-3) + -... 

X * 

Or il est aisé de vérifier que cette serie n'est autre chose que la serie 
normale 

* 
que nous avons définie plus haut. (On a a^ = — y9< — i.) 

Ainsi une serie normale du i*'' ordre^ dlors méme quelle est divergente^ 
représente asymptotiquemetit une des intégrales de Véquation å laquelle elle 
satisfait formélhmént. 

Cette serie normale pourra s'écrire, a un facteur constant prés: 

7?^ + ^ÅPi + 0;^^ + <^UA + 0(A 4- 2)^^ + . . . . 

r 

Ainsi a chaque point singulier simple de Tcquation (3) correspondra 
une intégrale de Téquation (i) et une serie normale qui la représente 
asyraptotiquement. J'ai supposé jusquici que x tendait vers Tinfini par 
valeurs reelles positives; mais cela reste vrai quand x tend vers Tinfini 
avec un argument donné différent de o. 

Il faut toutefois faire attention a une chose. A chaque point sin- 
gulier a^ correspond une intégrale de (i) quel que soit Targument de X) 
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raais quand cet argument varie, cette intégrale ne reste pas la méme; 
pour certaines valeurs de cet argument, cette intégrale se change brus- 
quement en une autre qui n'en est pas la continuation analytique*. Cest 
ce que j'ai exposé en détail dans le § 5 du mémoire jcité. 

Comme a un point singulier correspond toujours la méme serie nor- 
male, il en résulte qiie la méme serie normale ne representera pas asymp- 
totiquement la méme intégrale quand rargument x variera, si ce n est 
dans des cas exceptionnels. 

Passons maintenant aux cas particuliers. 

Nous supposerons d'abord que y^^ étant entier, Tintégrale t;< contienne 
un logarithme. Soit: 

jp et (f) étant holomorphes dans le voisinage de z = a^. On aura alors: 

J. = Je'"" [<p + (p log {z — a^\dz = fif^dz log {z — a,) 
les intégrales étant prises le long de k\. Ici encore nous aurons: 

j, =^ j; + j;' + Ji" 

en divisant le contour ki en trois parties comme il a été dit plus haut, 

et de plus: 

Yunx'e-"i''{j; + J/") = o. 

Soit 

^ = C\{z ^ a,yi + C\{z — ay^ ♦ ^ + . . . 

une serie que nous supposerons convergente tout le long du petit cerde. 
Nous aurons alors: 

x^e-^^^^jy = ^C\J\z — a,/» + VMog(2; — a^e-^^^^^x^^dz 

Tintégrale étant prise le long du petit cercle. La serie du sccond membre 
sera uniformément convergente quel que soit Xj ainsi qu'il a été dit plus 
haut. Il reste donc a trouver la valeur asymptotique de Tintégrale: 

Juk =f{2 — (iy^^'e'' log {z — a,)dz 
prise le long du petit cercle. D'autre part appelons y,^ la méme inte- 
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grale prise le long du contour A, tout entier et décomposons-la en trois 
parties: 



:nt 



Jik — Jik "X Jik "l Jik 

comme Tintégrale Ji elle méme. Nous aurons encore: 

et par conséquent la valeur asymptotique de f^t sera la méme que celle 
de u. 

Calculons donC j^. Il vient: 

f{z — a,Ye"dz = (e"''^* — \)r{h + i)rr-*-*c«»' 

lorsque Tintégralc est prise le long du contour Z-^. En dififérentiant par 
rapport a Ä il vient: 

J{z — a,)*e''log(^ ^ a)(lz = iiTté'"''' l\h + i)a:~*-'e^'' + (e'^'^* — i) D 

D désignant la dérivée de r{h + Orr'"*'"'^*'*' par rapport a Ä. Si Ton 
fait h = y9, + A; et si Ton tient compte de ce fait que yS^ est entier, il 
viendra: 

Il résulte de la que */] est reprcsenté asymptotiquement par la serie: 

qui est précisément la serie normale: 

Le théoréme démontré plus haut subsiste donc encore dans ce cas. 

La formule qui donne J) quand on connait i;^ devient illusoire quand 

y9< est entier positif et qu*il n'y a pas de logarithme dans Tintégrale t;/, 



car alors Tintégrale 



fv^e^^dz 



prise le long du contour h^ est nuUe. Il convient alors de remplacer 
le contour k^ par un chemin dMntégration différent. On prendra pour 
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ce chemin une droite menée ä partir de a< parallélement a laxe des 
quantités reelles et prolongée indéfiniment dans la direction des quantités 
reelles negatives. On verra ainsi que le théorcme subsiste encore. Je 
dois ajouter que si {i^ est enticr positif sans que v^ contienne de loga- 
rithme, ^^ devra étre supérieur km — i . 

Considérons par exemple Téquation suivante 



a:»||=(«V+2)^ 



qui admet pour intégrales 



^G-«) «* ^""G+«) 



et dont la transformée de Laplace est: 
et admet pour intégrales: 



i\ = I et 



v, — / , » ^ -il = J^' + 6' log^— -^ 

* J {si — (i ) ^z + a 



C étant une constante et F une fonction rationnelle. 

Nous considérerons deux contours fermés k et k\ formés comme le 
contour A, défini plus haut, et enveloppant, le premier le point a, le 
second- le point — a. Nous prendrons alors les intégrales: 



fv^e"dz et ft\e^^dis! 



i 



et nous obtiendrons ainsi deux intégrales de Téquation en y. Or nous 
Avons, ä un facteur constant prés: 

v, = log(^ — ot)— ^-^+ 
étant holomorphe dans le voisinage du point z = a. On aura donc: 
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La scconde intégrale nous donnerait de méme: 



2i7re~'" 



G + ') • 



Nous avons ainsi intégré réquation en //, en nous servant seulement 
de Tintégrale t\ et sans eniployer Vintcgrale v^. Il importc cependant 
pour notre objet de montrer qu'on pourrait tirer quelque chose de cctte 
derniére intégrale. 

Tra9ons a partlr du point a une droite et prolongeons-Ia indéfini- 
ment dans un sens. Si v^ 8*annulait ainsi que sa dérivée au point a, 



rintégrale 



fv^^^dz 



prise le long de cettc droite serait une intégrale de Téquation en y et il 
ny aurait rien a ajouter. Mais v^ ne s'annule pas. 
Voici donc ce que nous ferons; posons: 

y' satisfera cornme y a une équation du 2^ ordre facile a former. Pour 
obtenir la transformée de Laplace de cette équation, il suffira de poser 
dans la transformée de Téquation en y: 

v' = v{z — ay. 

Uune des intégrales sera donc: 

• 

Commc cette intégrale s'annule au point a aijisi que sa dérivée, Tintégrale 

fv',e''(h =j\z — (xye'Uiz 

prise le long de la droite qui aboutit au point a satisfera a Téquation 
en y'; on aura donc: 



,/' = l\z — fxye''(h = C 



ax 

e 

5 



Arta mnlhfinatica. 8. Imprfmé le 27 Jiiillet 18S6. 40 



314 II. PoincaiL^. 

C étant un factonr constant. On en tirc: 



y - C6'-[i + /9 + rx) 



13 et j' ctant deux constantcs dMntégration. On voit qu'il faut prendre: 

y9 = — a, ;- = o. 

Si maintenant /J^ est entier ncgatif s«nna qiril y ait de logarithme 
dans Vij Tintégrale J^ se rédiiit dVlle-méme a e"»' niultiplic par un po- 
lynöme entier en rr. 

Il reste ii examiner le cas ou deux des racines de réquation (2) 
deviennent égales entré elles. I/équation (3) admet alors un point sin- 
gulier double que j'appellerai (1^. 11 peut arriver alors que dans le 
voisinage de ce point les intégrales de (3) soient irréguliéres. Cetait 
impossible au contraire dans le cas des points singuHers simples. 

Je reviendrai plus tärd sur ce cas, en me bornant pour le moment 
a faire remarquer que c^est celui ou Téquation (i) n'admet pas de series 
normales, mais seulement de ces series anormales dont il a été question 
plus haut. 

Mais, ä certaines conditions, les int-égrales de Tequation (3) pourroht 
éfre réguliéres dans le voisinage du point z = a^. Il y aura alors une 
éq nation déterminante dont les racines seront: 

o, I, 2, ... , m — 3, /9,, y^;. 

Il existera alors doux intégrales r, et rl que seront de la forme: 

s 

v] = {z — (i)''(f'i 
f, et <f[ étant holoniorphes dans le voisinage de z — r/,. Alors les intégrales: 

prises le long du contour l\ seront deux intégrales de Téquation (i), qui 
seront représontées asymptotiquement par deux series normales faciles 
a form (T. 
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Dans le cas particulier ou ^^ et i% different d'un entier, Tune des 
deux intégrales t;, et v[ contieiit un logarithme et par conscqucnt Tune 
des deux series normales qui représcntent asymptotiquenient J^ et J[ de- 
vient logarithmique. 

En résumc lorsque toutes les series normales sont du i*'' ordre, urie 
quelconque d'entre elles rcprésente asymptotiquernent Tune des intégrales 
de Tcquation (i). Mais Tintcgrale ainsi représentée par une méme serie 
normale ne restera pas la meme, en general, quel que soit Targument 
avec lequel x croit indcfiniment. 



§ 4. Intégrales normales. 

Quand une serie normale est convergente, elle représente une intégrale 
de réquation (i) et on Tappelle intégrale normale. 

Nous nous restreindrons, colnmc dans le paragraphe précédent, au 
cas oii toutes les series normales sont du i" ordre. Soit alors: 

(2) v, --=-- [z - «,>'' + (\{,z ~ «,)''' ' ' + C,{z - «,)''*+•■' + . ., 

une intégrale de Téquation (3) transformée de Laplace de Téquation (i). 
A cette intégrale correspondra une intégrale J^ de Téquation (1): 

[A étiuit un facteur constant) qui sera représentée asymptotiquement 
comme nous Tavons vu par la serie normale: 

(4) ^ + c\{p, + I) -;]^ + ao?, + 1)09, + 2)^ + . . . . 

Pour que cette serie normale converge pour les valeurs suffisamment 
grandes de ^, il faut et il suffit que Texpression: 



tende vers une limite finie pour w infini. Mais d'autre part on a 



lim v(;?, + i)(y?. + 2) . . . fy9, -{- ti) = 00 pour n = co, 



'é^ 
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Donc pour que la serie (4) converge, il faut que 



lim ^Cn = o 

et que par conséquent la serie (2) converge dans toute Tétendue du plan. 
Il faut doiic que r< soit de la forme suivante: 

^(.z) étant holomorphe dans toute Tétendue du plan. 

Je dis que cette condition est suffisante. 

Si elle est remplie et si on se reporte au mémoire cité, on verra 
qu'on peut toujours trouver 3 nombres positifs ft, c et A tels que: 

si 

1-2? — a,| > h. 

Envisageons ensuite Tintégrale suivante: 

cette intégrale étant prise le long d'une droite menée ä partir du point 

i et prolongée indéfinnnent avec un argument co ■}- rr, co étant Targu- 

ment de x. Cette intégrale sera toujours finie et ce sera une fonction 

de X qui sera holomorphe pour toutes les valeurs tres grandes de x. 

De plus JiX^^ sera uniforme et se reproduira quand on fera décrire ä x 

un contour fermé infinimcnt grand. 

Je décomposcrai cette intégrale en deux parties: J/ prise le long 

d'une partie de hi droite définie plus haut depuis le point z = Ui jusqu'au 

point 

z = a, — he''" 

et Jl' prise le long de la seconde partie de cette droite depuis ce dernier 
point jusqu'a Tinfini. 

Il vient alors, en posaiit / = r/, + t: 



00 



|,y;'c— *'| <fbé'-^^^i'dt 



** 
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d'ou Ton déduit aisément qne quel qtie soit V argument de .r, rexi)ression 

tend uniformément vers o. 

Quant a J/, il est aisé de Tévaluer; soit: 

Wi désignant une suite de termes dont le premier est C^{z — a,)'^<^*. 
On a: 

j; =f[(z — a,Y' + C\{z -ayi^']e"'dz -\-Ju\e'UU, 
On démontre que: 

tend uniformément vers o. De raéme en posant: 

Jr =f\iz - «,/' + c',(^ - a:fi ^ 'j dz - 

et si les deux premiers termes de la serie normale qui represen te asymp- 
totiquenient J^ sont 

on verrait que 

tend uniformément vers o. 
Posons done: 

on trouvera, en regardant L^ comme une fonction de t 

L, = A + {B + e)t 

oii £ tend vers o quand t tend vers o et cela uniformément quel que 
^oit Targument de t. De plus, ce sera une fonction uniforme de ^. Ce 
sera donc une fonction holomorphe de t dans le voisinage de ^ = o. Donc 
Li pourra se dcvelopper en serie convergente suivant les puissances de t. 

C. Q. F. D. 

Ce raisonnemcnt suppose implicitement que ^^ est positif et plus 
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grand que n, puisque ce 11'cst que dans ce cas que Tintégrale e7, est finie 

et appartient a Téquation (i) quand on la prend le long de la droite 

dont nous nous sommes servis et qui aboutit au point a<. Si cela n'avait 

pas lieu, on remplacerait cette droite par un eontour fenué, analogue au 

contour ft< du paragraphe précédent et formé d'un petit cercle et d'une 

droite parcourue deux fois en sens contraire. Cette droite devra avoir 

Targument co '\' tt, cd étiint celui de x. Le raisonnement serait du reste 

absolument le meme. 

II faut observer encore que dans le raisonnement qui précede nous 

navons pas cté obligés. de nous appuyer sur ce fait que v^ ctait une 

intégrale d'une équation linéaire, ou plutot nous ne nous en sommes 

servis que pour établir Texistence des trois nombres positifs ft, c et h 

tels que 

\v,\ < be'^'"'^^ si I-2: — a,| > Ä. 

En d'autres termes nous avons eu seulement a supposer que la dérivée 
logarithmique de v^ tend uniformément vers une limite finie quand z 
eroit indéfiniment avec un argument donné. 

Soit donc une fonction entiére quelconque (f[z) jouissant de cette 
propriélé. Soit 

Nous supposons que quand z croit indéfiniment avec un argument donné, 
la dérivée logarithmique de (p tend vers une limite finie et déterminée, 
qui peut d'ailleurs varier quand Targument de z varie. 
Formons Tintégrale 

J =f^[z)e''^dz 

prise le long d'une droite partant du point o et sétendant indéfiniment 
avec Targument lo -{- tTj (o étiint Targument de x. 
J sera représenté asymptotiquemcnt par la serie 

C C 20 ^'n\'i^ 

"v. I Tä I 3 r • • • I ~Z T . . . • 



'Ju Jj Ju JO 



D'aprés le raisonnement précédent, cette serie devra converger pour les 
grandes valeurs de x. Donc: 

\J\nVn 
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tend vers une limite finie quand n croit indéfiniment. Cette propriété 
appartient a toutes Ics fonctions entiéres ^^(z) qui satisfont a la condition 
énoncée plus haut. 

Ce resultat doit etre rapproché de celui que j'ai obtenu dans une 
note intitulée: Sur les fonctions entiéres (Bulletin de la Société Ma- 
thérnatique de France, T. ii, 1883, rf 4, p. 136 — 144). 

De cette analyse, il suit que pour qu'une serie normale converge, 
il faut et il suffit que Tiiitégrale v^ qui lui correspond dans la träns- 
fornjée de Laplace soit égale a une fonction holoniorphe multiplice par 
une puissance de ^ — a<. 

Mais il convient d'ajouter que nous avons laissé de coté le cas o\\ 
Vi contient des logarithmes et ou y9< est entier. 

Soit donc: 

v, = ?/ + wl\os{^ — o,) 

t)i sera holomorphe ou méromorplie dans le voisinnge du point z = a,. 
S'il est méromorphe, nous écrirons: 

v: =-- v:' + wi' = v'/ + -\ + 7-^\ .. + ...+ ^' 



z — iii (« — a.) (z — aiY 

Quant a, tvl nous récrirons 

w: = c; ^C,{z — a) + C\{z — a.)' + .... 
Nous aurons alors: 

La preniiere intcgralc ost nulle; la seconde est égale a c*<' multiplié 
par un polynoine entier de degré r — i en x\ quant a la troisiéme elle 
est représentée asymptotiqueinent par la serie 

c'•••'2^.T(6;/•(I)ic-' + C, l\2)xr' + C,l\i)x-' + ...). 

Pour que cette serie soit convergente, il faut évidemment qué 

lim y(^ = o 

et par conscquent que w\ soit une fonction holomorphe dans tout le plan, 
v\ pouvant d'ailleurs etre quelconque. 
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Gette condition est d^ailleurs suffissante; on a en effet, quel que soit 
rargument de rr 

J^ =Jv['e"dz +fw[ log {z — aydz. 

La premiére intégrale étant égale a e'*^'^ multiplié par un polyn6me entier 
en rr, nous n'avons pas a nous en occuper. Quant a la seconde, si w\ 
est holomorphe dans tout le plan, elle sera toujours représentée asymp- 
totiquement par la inérne serie normale, et si on fait varier Targuraent 
de rr, elle representera une méme fonction de x, uniforme et continue. 
En raisonnant encore comme plus haut, on verrait donc que la serie 
normale correspondante doit étre convergente. 

C. Q. F. D. 

Si Pi est entier positif sans quMl y ait de logarithme dans v^, ce qui 

exige que 

Pi> m — I 

alors la condition nccessaire et suffisante pour que la serie normale cor- 
respondante converge, c'est que v^ soit holomorphe dans tout le plan. 

Si enfin ^^ est entier négatif sans qu'il y ait de logarithme danst;^, 
la serie normale correspondrfnte convergera toujours, car elle se réduira 
a un polynöme entier multiplié par une exponentielle. 

J'ai peu de chose a ajouter sur le cas ou deux points singuliers 
simples a, et a^ se confondent en un seul point singulier double a,. Si 
les intégrales §;ont irréguliéres, il ny a pas de serie normale et nous 
devons laisser ce cas de cotc. Si les intégrales sont réguliéres, il y a une 
équation déterminante qui aura pour racines 

o, I, 2, ... , m — 3, y^r» /9;. 

Si [ii et y9,- ne diflférent pas d'un entier, il n'y a rien a changer a ce 
qui précéde; si y9, et y?,' different d'un entier, il arrivera en general qu'une 
intéffrale i\ sera de la forme sui vante: 

{z — «,.>''• [f + (f' log (z — fl,)] 

jT et <f' étant holomorphes dans le voisinage du point z = Qi. Pour que 
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la serie normale correspondante converge, il faut et il suffit que ip et ip' 
soient holomorphes dans tout le plan. 

Considérons maintenant une équation (i) et sa transformée (3); sup- 
posons que cette derniére n'ait que des points singuliers simples et qu'aucun 
des ^, ne soit entier. Alors nous aurons n series normales a chacune 
desquelles correspondra une fonction: 

7', = {z — a,Y* if^ 

(pi holomorphe pour z = tti. 

Une serie normale sera convergente si la fonction ^i correspondante 
est une fonction entiére; Téquation (i) aura précisément antänt d'intégrales 
normales que Téquation (3) aura dMntégrales cgales a une fonction entiére 
multipliée par une puissance de z — a. 

A une méme intcgrale de (3) ne pourront pas correspondre plusieurs 
intégrales normales de (i). Il n'en sera plus de meme si plusieurs des 
Pi sont entiers et s'il y a des logarithmes. Supposons par exemple que 
Ton ait pour une intégrale de (3): 

(p et étant holomorphes dans tout le plan et jr étant holomorphe dans 
le voisinage des points a et ft, mais d'ailleurs quelconques. 
Les deux intégrales 

fvie''(U et fviC^^^dz 

k k' 

{k et k' étant deux contours analogues a Z-, et enveloppant le premier le 
point Oj le second le point b) seront deux intégrales normales de V^qua- 
tion (i). 

Envisageons par exemple Téquation suivante: 

(!') a.'g=(aV + /9)y 

dont la transformée de Laplace sera: 

(3') (,»_«>)g:+4,J+(2_^)„ = o. 

Aeta mathematiem, 8. Imprimé le 11 Aoftt 1886. 4\ 
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Cest une équation hypergéoinétrique, don t les points singiilicTS sont 

a, — a, oo 

avec des équations détonninantes, dont les points singnliers sont respec- 
tivement: 

o, — i; o, — l;— |+^i + y5. 

m 

Pour que dans le vpisinage du point singulier a par exemple, une 
intégrale prenne la forme: 

^ + jr log {z — a) 

c ctant holomorphc dans tout le plan, il fa ut que Tune des racines de 

Téquation dcterminante relative au point ^ = co soit entiere. Cela n'ar- 

rive que si 

i3 = n{n+ i) 

n ctant entier. Supposous donc J3 = n{n + i). Alors Téquation (3') 
admet pour intégrale un polynöine entier F en 2. Une seconde intégrale 
sera de la forme: 

Q étant inéroniorplie dans le voisinage des points ^ = a, z= — a. Donc 
rintégrale: 

jve^dz 

prise sucoessiveinent le long de deux contours analogues a Z*, et envelop- 
pant respectivcrnent le point z = a et le point z = — a, nous donnera 
deux intégrales normales de Téquation (i). Nous retrouvons ainsi un 
resultat donné autrefois par Liou ville et qui, depuis les travaux de M. 
Halphkx, n'est plns qu'un cas particulier d'une théorie plus générale. 

Comme second exemple, nous choisirons 'réquation suivante con- 
sidérée par M. Halviikn [Sur la rcductmi des équations linvaires aux formes 
inléf/rahles, j). 180) 

in :c"^ + (I - «')-^|- (' - «' +\»^x')y =-- o. 
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Formons la transfonnée de Laflace, il viendra: 
(3") (^"-^'»)^+ 9^V+ ('9-/0^7;+ K8-2/r) = o. 



Posoris 






et soit j une racine cubique de runitc. 
Les points singuliersseroiit: 

a, ay, a^^ et cc. 

Les racines de Téquation déteriniruiiite seroiit pour les points singuliers 

a distaiiee finie: 

I, o et — I. 

Pour le 2)oirjt singulier oo elles seront données par: 

/>(/>— 0(/> — 2) + 9p{p— O + (19 — '**> + 8 — 2/i' = o 

ou 

()^ + (^p^ + (» 2 — n^)f) + 8 — 2;^- --- o. 

Gette cquatioii adiiiet la racine — 2; en la faisant disparaitre, il reste: 

/>' + 4/> + 4 — n' = o 

dont les racines sont — 2 _-f n. 

Dans le voisinage du 2)oint z = olj Tintégrale logarithniique v peut 
se niettre sous la fornie: 

if étaiit méromorplie et (p holoniorphe dans le doniaine de ce point. 

■ Pour que la serie normale correspondante eonverge, il faut et il 
suffit que ip soit holonior})he dans tout le plan. Alors tp doit correspon- 
dre a la racine - — 2 -\- n de la ,troisienie cquation déterniinante et étre 
un polynöine entier de degré n — 2. Il faut alors que n soit entier. 
De plus ip doit etre une intégrale de Féquation (3). 

D'ailleiirs tout se passé de nienie dans le voisinage des points z = aj\ 
z = apj de sorte que, pour que Tcquation (i) admette une intégrale nor- 



'K.-. 



Jl 
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inale^ il faut que Téquation (3) admette comme intégrale un polynöme 
entier. 

Posons donc: 

(p = TAiZ' . 

il viendra: 

(t + 2)(j + » + 2)(i — » + 2)Ai = (iH(i — i)(t — 2) J<+,. • 

Nous prendrons le polynöme de degré n — 2; nous prendrons: 

i = n — 2 (mod 3) 

et cette équation nous permettra de calculer par rccurrence tous les coöf- 
ficients du polynöme ^, a moins que Tun des facteurs 

i + 2, i + /i + 2, i — « + 2 

ne s'annule, ce qui ne pourra avoir lieu puisque 

i > o, i <n — 2. 

Donc il existera toujours si n est entier et plus grand que 2 un poly- 
nöme entier satisfaisant a Téquation (3). 

Pour aller plus loin, posons z^ = t\ Téquation (3) deviendra: 

■ 

. .7C'-«')''S+54'('-a')^'+6((-,-)g 

+ 8ii'g+54^J+3<(i9-0|+(8-2»')t; = o. 

Il ny a plus que trois points singuliers: 

o, I, et CO 
et les racines des équations déterminantes sont respectivement 



0, 


I 

3' 




2 

• 

3' 


0, 


I, 




1; 


2 

V 


3- + 


n 

V 


2 n 

3 3' 
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Supposons que n ne soit pas divisible par 3 et pour fixer davantage les 

idées soit 

n = I (mod 3). 

Soient X, F, Z trois intégrales de Téquation en ^ , la seconde se réduisant 
a ^. Je choisirai ces trois intégrales de tclle fa^on que quand le point 
t tournera autour du point o, elles subissent la substitut ion linéaire: 

I o o 

o y o 

00/ 

Quand on tournera autour du point i, nos intégrales subiront la 

'substitution linéaire: 

a b c \ 



0,1 Oj. 
a' b' d I 



Les racines de Véquation déterminante étant o, i et — i ; on devra 
avoir identiquement par rapport a S\ 



a 



S 



o 



a' 



I —S 



o 



6' c' — S 



= (1 - sy. 



De plus comme une seulc intégralc est logarithmiquc, il faut que: 

ab' — ba' = b'; cb' — c'b^ —b. 

m 

Quand le point t décrira un contour de rayon tres grand, les trois inté- 
grales subiront la substitution linéaire: 

a hj cj^ 
o j o 
a' b'j cT 



Mais en ce qui concerne le point t = cq, les racines de ré«[uation déter- 



\ 



32«> 



n. PoiDcaré. 



minunte soiit 



2 II — 2 — n — '^ 

~ ' 1 J T 



-- ct par conséqueut sont égales, (V des 



12 

entiers prés, a o, - et - . Il en résulte que Ton a identiqueinerit: 



a — -S' bj 


•2 


o / ' S 


o 


«' lyj 


/ "2 



= I — S''\ 



Ces eonditions suffisaiit pour montrer que 



a = c 



I, 



a c = o 



ceei nous conduirait aux hypotheses suivantes: 



o 



(.) 



a -= I, 



c = I, 



a' _^ 6- -^ o 



c -'O, 



a =^ o. 



/> 



o 



// — o. 



Les deux derniéres liypotheses sont inaeceptables, ear elles conduiraient 
a admettre que léquation (3") a une seconde intégrale lioloniorphci dans 
tout le plan et qui ne pourrait étre qu'un polynonie entier. Or eela est 
nianifestenient inipossible. 

Nous devons donc adopter la i)reniiere hypothcse, et nous pouvons 
conelure que Téquation (3") a une intégrale de la fornie: 

o = é log {z' — a^') + M 

% 

(p étant le polynoine défini plus liaut et M étant niéromorphe dans tout 
le plan. 

On arriverait au nicnie resultat si on avait 

n = 2 (mod 3). 

On conelut de la que Tintégrale: 

prise successivement le long de h'ois contours analogues a k\ et envelop- 
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pant rcspectiveinent le point a, le point aj et le point o^/^ nous fournira 
trois intégmles normales de Téquation (i). 

Si y9j est entier négatif et si Tintégrale Vi correspondante n'est pas 
logaritlimique, Tintégrale J^ correspondante sera toujoiirs normale. Re- 
prenons par exemple les équations (i") et (3") et faisons-y 12=1. La 
théorie précédente semble alors en défaut, ear Téquation (3") n'admet 
plus comme intégrale im polynome entier. LMntégralo générale de 1 equa- 
tion (3") est alors: 

"^ =- — i s — 

z . — a 

A, B ét C étant des constantes arbitraires. Nous n'avons plus alors ni 
intégrale entiére, ni intégrale logarithmique, mais les intcgrales sont méro- 
morphes dans le voisinage des trois points singuliers. L^équation (i") 
doit donc enoore admettre trois intcgrales normales, ce qu'il est d^ailleurs 
aisé de vérifier. 

Dans le oas o\\ y9^ est entier positif, et ou Tintégrale v,- n'est pas 
logarithmique, une niéme intégrale de (3), holomorphe dans tout le plan, 
peut fournir plusieurs intégrales normales de (i). Ainsi si Icquation (3) 
admct une intégrale holomorphe dans tout le plan et sannulant ainsi 
que ses w — i prennéres dérivées en k points différents^(qui doivent étre 
alors des points a apparence singuliére), Téquation (i) admettra k inté- 
grales normales. 

Dans les exemples que nous avons considérés plus haut (équations 
(r) et (i") les transformées de Laplacr (3') et (3") avaient toutes 
leurs intégrales réguliéres. Cela arrivera toutes les fois que I\ sera 
de degré n et divisible par x"*, P„_j divisible par o?""^, P^_, divisible par 
x""'^, ..., Pj divisible par x, 

Supposons que Téquation (i) satisfasse a ces conditions. Alors Téqua- 
tion (3) aura toutes ses intégrales réguliéres t^int a distance finie que dans 
le domaine du point z = 00. Si donc elle admet une intégrale égale 
a une fonction entiére multipliée par une puissanoe de ^ — ^,-, cette fonc- 
tion entiére ne pourra étre qu'im polynome. 

D'oii, cett^ conclusi^m, que si Téquation (i) satisfait aux conditions 
énoncées, une serie normale ne pourra convorger qu'a la condition d'étre 
limitée. 
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Il est aifié de former des équations admettunt un nombre déterminé 
d^intégrales normales. 

Soit une équation linéaire: 

011 les polynömes Q sont de degré m <n. Gette équation admettra 
n — m intégrales holomorphes dans tout le plan. Posons ensuite 

u = v{z — a)". «rf 

Alors v satisfera aussi a une équation linéaire (3'") facile a former. La 
transformée de Laplace de (3'") aura alors évidemment n — m intégrales 
normales. 



g 5. Caa du secand ardre. 

Nous allons chereher maintenant a étendre au oas general les re- 
sultats qui n'ont été jusqu'ici obtenus qu'en supposant que toutes les 
series normales sont du i" ordre et par conséquent que tous les poly- 
nömes P sont de degré egal ou inférieur a celui de P„ . 

Considérons une équation: 

011 les degres des polynömes P„ vont en croissant, mais de la maniére 
sui vante: P^ sera par exemple de degré m; P^_, sera de degré m -}• i 
au plus; P^_2 de degré w + 2 au plus; . . . ; Pj de degré m -f- n — i 
au plus, et Pq de degré w -f- w au plus. 11 arrivera alors en general 
que Téquation (i) admettra n series normales du 2^ ordre: 

On aura d^ailleurs: 

^(-] étant une serie ordonnée suivant les puissances croissanfes de -, mais 
généralement divergentes. 
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Soit y = f{x) une intégrale quelconque de Téquation (,i). Posons: 
Il est aisé de voir que u satisfait a une equation linéaire d^orclre n': 



(2) 



rn> 






oii les coefficients Q sont des polynömes en ti ers en rr. . 

Gette equation adinettra les n^ series normales suivantes: 

cr,(a:)f,(— rr), jr2(a:)jr2(~ a?), • • • , ^,{x)^-^{— x) 



qui sont toutes du 2^ ordre. Donc les degres des polynömes Q iront en 

croissant de telle fa9on que le degré de ö„2_/, ne puisse dépasser celui 

de Q ^2 de plus de h unités. 

De plus cette equation (2), d'aprés son mode de formation, ne devra 

pas changer quand on changera x en — x; d'ou il résulte quun méme 

polynome Q ne pourra contenir que des puissanees de x d'une méme 

parité. Chacun des polynömes Q sera *ou une fonction paire ou une fonc- 

tion impaire; si ^,,2 est pair, ^„2_., sera impair, Q^^-^ s^ra pair et ainsi 

de suite; ce sera le contraire si Q^^ est impair. 

Posons maintenant: 

x' = t 
nous aurons: 






=2^^ 



<1 H — P^ ^ di' 



(9~p; p:^^g) 



L'équation (2) qu'on peut écrire: 



Hq, 



åP 



u 



dx' 



deviendra donc:' 



Aeta mathematica. 8. Imprlm<^ le 10 Aofit 1M86. 



O, 



p 



(r^o; r:^»^) 



d' 



n 



P — ^ ^'1 — p dl'^ 



= O 



42 



330 H. Poincaré. 

ou bien: 



. les R^ étant des polynömes définis par la maniére sui vante: 



h.-Hqå^^)''"' 



v — 9 ^9 — V 



(P^9; P^^9', P^n') 



Nous aurons en particulier: 

Soit m le degré de $„2; celui de Q^, sera au plus egal a in + n^ — p. 
Le degré de iJ„2 (en x) sera egal a m + n^. Le degré de ^^(2;r)'''~'' 
sera au plus egal a m + n^ -v ^Q — ^P) mais si Ton observe que q — p 
est au plus egal a o, on verra que le degré de Qj,{2xY'^~^ et par consé- 
quent celui de B^ est au plus egal a m + w^ 

Donc le degré d'un quelconque des polynomes U^ est au plus egal 
au degré de i?„2. 

Nous pouvons toujours supposer que m + ^^^ est pair. C;ir si cela 
n'était pas nous multiplierions Téquation (2) par .t, augmentant ainsi m 
d'une unité. Alors Q^t sera une fonction paire ou inipaire selon que in 
sera pair ou impair, et par conséquent selon que n^ sera pair ou impair. 
De plus les polyn6mes Q^ devront étre alternativement des fonctions 
paires ou impaires, d'oii il suit que Qp{2x)'^'^' ^ et par conséquent R^ est 
toujours pair. 

Si donc on remplace ir^ par /, R^ est un polyn6me entier en t, 

L'équation (3) est alors une équation de méme forme que (i), mais 
qui sera de rang i et non plus de rang 2, pour einployer Fexpression 
du paragraphe 2. 

Soit par exemple Téquation: 

Soit y^ ce qu'on pbtient en changeant x en — x dans ?/j on aura: 
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Soit u = yy^; nous désignerons par y, y[ , «', y", etc. les dérivées succes- 
sives Aq y, y^ et «. On obtiendra en tenant compte des équations diffc- 
rentiellcs: 

« = yy, 

«' = y'yx + yy'i 

u" = 2x''yyi + 2y'y[ 

«'" = 4^w/i + (4:»' + 1) yy\ + (4*' — ^^y% 
= (8:1;^ + A—^)yy, + (i2x—j^yy\ + (12 + jy^, + 8.t;Vi,;. 



(5') 



v}" 



En éliminant entré ces cinq équations (5') les quatre quantités 
y//i» y'yu //Z/I» yV/I> on arrive ä Téquation: 

(2) ^ d^ + ^s:^— 4^ rf;^— 16.C ^^— (Sa; — 4)« = o. 

Il est aisé de vérifier que cette équation est de rang 2. 
On trouve cnsuitc: 

It, = Q^{2xY = i6x' 

B, = Q,{2x)\i2 + (^,{2jry ^ 56.r* 

E, = Q^.i2 + Q,{2x).6 + Q^{2xy = — i6x'+ 24.T» 

JS, = (;),. 2 + Qy{2x) = — 4005* 

^0 = <?o = — 8^" + 4 

I 

cVou eiifin réquation: 

(3') 4<V+ '^^V-(4< + ^')rfZ^- >o«^^-(2/- i)«. = o 

qui, comme on le voit est de rang i. 

Uintégration de Téquation (i) est ainsi ramenée a celle de Téquation 

(3) qui est de rang i. On formera donc la transformée de Laplace (4) 
de cette équation (3) et on obtiendra alnsi u sous la forme d'une inté- 
grale dcfinie. 
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Coininent lorsqu'on connaitra u pourra-t-on obtenir y? 
Appclons y^ ce que devient y quand on y change x en. — x. On 
trouvera n^ + i équations de la forine suivante: 

dx ^^ "^ d^ dxr \ r=o, i , 2, ..., n-i/ 

Dans ces équations F^y désigne une serie de fonctions rationnelles en x. 

dSc 
D'ailleurs naturelleinent -i-^ représente u, Ces équations sont ana- 

logues aux équations (5') écrites plus haut. 

Si Ton éliniine par un déterininant, entré ces n* + 1 équations les 
n' produits 

/5\ ^^y ^i^y 



d^ dx^ 



on obtiendra Téquation (2), Ne l^etenons plus niaintenant que les n' 
premiéres équations (5), celles ou Ton a pour a successivement les valeurs: 

a = o, I, 2, . . . , «^ — I. 

On pourra alors résoudre les n^ équations par rapport aux n^ produits 
(6) (comme si ces w^ produits ctaient des variables indépendantes) pourvu 
toutefois que le déterininant correspondant ne soit pas nul, ce que nous 
supposerons. Nous nous réservons d'ailleurs de revenir plus loin sur le 
cas particulier ou ce déterminant est nul. 
On tirera en particulier: 



. dif 



sous la forme suivante: 



du , ^ d^u . . ^ d^ u 



yZ/, = ^,t* + <P. ^ + <P,;^ + • . . + <^n.-. 



dx 



n-~\ 



n2-l 



ce qui donnora enfin: 



r^p: 



d' 



u 



djf ^' dx 



p 



yd'X d^u 
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S\' u est coniiu, cette équation donnera y par une simple quadrature. 
On peut d'ailleurs obtenir ce resultat d'une infinité de maiiiéres; 
en calculant: 



y 



^li et ^ ^Jli 



dx^ 



dx dx" 



Il n^arrivera pas que toutes ces tjuantités soient nulles a la fois. 

Voyons maintenant ce qu'il faudrait faire si le détcrminant était 
nul et si par conscqucnt on ne pouvait pas résoudre les équations (5) 
par rapport aux n' produits (6). 

Pour le voir, faisons n = 2 et cerivons les équations (5) en reprenant 
la notation de Lagkange 



(5") 



u = 

u' = 

u" = 

u'" = 



yyx 

!/'!/i + yy'\ 

Äyy, + Byy[ + Ctj'y, + Dy'y\ 
Ä'yy, + B'yy\ + ^Yy. + T>'y'y\ 



A, B, C, D, A', B', C, ly scrontdes fonctions rationnelles de x telles 

que le déterminant 

1000 



B 



C 



o 



D 



A' B' C D' 



soit nul. Nous supposerons toutefois que les mineurs du i®' ordre ne 
soient pas tous nuls ä la fois. Nous pourrons alors écrire: 



yy 
yy[ 
y'yi 



= u 



au + fiii' + ^-w" + dir + e!/'y[ 
(x'u + p^u' + fu" + ö"?^'" + e'y'y[ 



a, ^, ;-, etc. étant rationnelft. en x. En faisant le produit des deux der- 
nicres équations et en y rempla9ant yy^ par w, on obtient une équation 

du second degré en y'y[. Il en résulte que y'y[ et par conséquent yy^y 

1/ 
yy[i y'y\ ^^ enfin - sont des fonctions algébriques de Xj w, m', u" et w"'. 
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Toutes les fois donc que le déterininant: 

(tt = 0, 1,2, ...,n»— 1\ 
A*-0'^2 «-l) 
y^0,l,2...., »-I/ 

sera nul, Texpression 

dtj 



ydx 



sera noii plus une fonction ratioinielle, mais une fonction algébrique de 
Xj de u et de ces dcrivées. Donc quand on connaitra w, on en déduira 
y par une simple quadrature. 

Il est facile maintenant d'ctendre au cas general ce que nous venons 
de dirc des équations de rang 2. Supposons que (i) soit une équation 
de rang p et soit satisfaite par n series normales d'ordre ^9. Soit: 

une intcgrale quelconque de Téquation (i). Posons: 

, u = f{x)f{oix)f{a'x) . . . f{a'--'x) 

a étant une des racines jr>*^' primitives de Tunitc. 

Il arrivera alors que u satisfera a une cquation différentielle linéaire 
(2) de rang p et d'ordre n^ dont les coöfficients seront des polynömes en 
X. L'équation ne devra pas changer si Ton change x en ax. Il en ré- 
sulte que si Ton écrit cette cquation sous la forme: 



d\i V ^ ^k'^ 



h 



(2) S<?..V^=£^M* , ,. 

ax ax 

on devra avoir 

k — Ä= une constante (inod^>). 

En multipliant Téquation par une puissance convenablement choisie 

de Xy on aura alors: 

k = h (mod p). 
Faisons maintenant 

x'' = t. 

Uéquation (2) deviendra par ce changement de variable 

(3) I«.f^* = o 
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lea B^ étant des polynömes entiers. en t. Cette équation (3) sera de 
rang i . 

Supposons qu'on en tirc w; coinment obtiendra-t-on yl On obtiendra 
n^ + I équations 

(a = o, I, 2, . . . , n''; /9, ;*, . . . , ^ = o, i, 2, . . . , n — ; i). 

Dans ces équations les F sont des fonctions rationnelles de x et y^ désigne 
la fonction f{a?x). 

Des n^ premiéres équations (5) on tirera lea n'' produits: 

å!\i (fy d^yp-i 

— — — • • • . — « 

dx^ dx^ dx 

Si on considére en eflfet ces n'' »produits comme di^s variables indépen- 
dantes, les w^ premiéres équations (5) seront linéaires par rapport a ces 
n'* variables. On pourra donc les résoudre, pourvu que leur déterminant 
ne soit pas nul. 

On obtiendra ainsi: 

d% 
il 






les étant rationnelles en x. On en tirera: 



Ix!' 



, d'^n 
ax. 



(^=0,1, 2, ...,«"—!) 



y<^'- ^ (Tit 

dei sortc *que la dérivée logarithmique de y est une fonction nationnelle 
de :r, de «i et de ses dérivées. 

Si le déterminant des équations (5) était nul, cette dérivée loga- 
rithmique ne serait plus une fonction rationnelle, mais algébrique de rr, 
de u et de ses dérivées. 

Dans tous les cas, si Ton suppose u connu, y s'obtiendra par une 
simple quadrature. 
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§ 6. OénéralisfUion des §§ 3 et 4. 

Quelle est la condition pour que Téquation (i) envisagée dans le 
paragraphe précédent, ait une intégrale normale, c'est ä dire pour que 
Tune des series normales qui y satisfont converge? 

Supposons pour fixer les idées que cette équation 

ax ax 

» 

soit de rang 2 et soit 

une serie normale qui y satisfasse; nous allons chercher la condition pour 
que cette serie converge. Si elle converge, il en sera de méme de 

ou encore du produit: 

oii Ton a pose: 

/ = x\ 

Mais cette serie normale S qui est du 1®' ordre, satisfera formelle- 
ment a Téquation: 

(3) ^'K^ - o 

que Ton formera comme dans le paragraphe précédent, en appelant y^ 
ce que devient y quand on change a; en — x, et en faisant u = //y, et 
t = x\ 

m 

Mais cette équation (3) est de rang i ; pour qu'elle admette une 
intégrale normale, il faut donc et il suffit que sa transformée de La- 
PLACE (4) admette* une intégrale de la forme suivante: 

v = {z — aYG{z) 

G[z) étant une fonction entiére de z, 

Cette condition est cfonc aussi nécessaire pour que Véquation (i) ait 
une intégrale normale. 
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Je dis qu'elle est également suffisante. Supposons en effet qu'elle 
soit remplie; alors on pourra trouver une intégrale de réquation (3) qui 
801 1 de la forme: 

(6) u = e»"7V(0 = c""'a;'V(a^') 

. * . I 

fr désignant une fonction holomorphe en - pour t = co. 

Nous avons vu au paragraphe précédent qu'en supposant que le dé- 
terminant des équations (5) ne soit pas nul, on aura: 






dx' 



les et les 0* étant rationnels en x. Si dans ces équations nous rem- 
pla9ons u par sa valeur (6), puis que nous les divisions Tune par Tautre, 
il vient: 

-J^=2aa; + ft+| + -i + 4+ 

ycLx XXX 

m 

Car on voit aisément que: 



rd^u 



peut se dcvelopper en serie suivant les puissances croissantes de -. 
Ön en déduit aisément: 

(b étant une serie convergente ordonnée suivant les puissances croissantes 

de - . La condition énoncée plus haut comme nécessaire est donc aussi 
x 

suffisant<5. 

Elle Test encore si le déterminant des équations (5) est nul. 11 
arrivo alors que Ton a: 

dv -r-r/ dn d** " u\ 

Aetu fnath<ir.aUe0, 8. Imprlipé le 17 AoOt 1886. 43 
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F étant ralgorithme d'une fonction algébrique. De plus la fonction F 

du éT " u 



est homogéne et de degré o par rapport a w , — , . . . , — ^^^—^ . 

ax dx^ 

Si donc on y remplace u par son expression (6), Texponentielle e'"** 
qui entré dans cette expression disparaitra, ce qui montre qu'aprés cette 
substitution le point rr = co sera pour la fonction F (qui ne dépend 
plus maintenant que de x puisqu'on a remplace u par une fonction 
connue de x) un point singulier algébrique. 

On pourra donc développer F suivant les puissances décroissantes 
(entiéres ou fractionnaires) de x. Si Ton n'a que des puissances entiéres, 
il viendra 

— f- = 2ax + o A h • • . 

ydx X 

et on retombera sur le cas précédent. Si au contraire on avait des 
puissances fractiontiaires, on trouverait 

y = e x'(p[x '^) 

ip étant Talgorithme d'un polyn6me entier et ip celui d'une fonction ho- 
lomorphe. 

L'équation (i) devrait donc étre satisfaite par une serie anormale, 
ce que nous n'avons pas supposé. 

On doit donc conclure que la condition énoncée est dans tous les 
cas nécessaire et suffisante pour qu'une équation de rang 2 ait une in- 
tégrale normale et on verrait de la méme maniére qu'il en est de méme 
pour une équation de rang quelconque. 

Supposons maintenant que la serie normale que nous envisageons et 
qui satisfait ä Téquation (i) ne soit pas convergente. Soit: 

8 = e!''"^''x^(p[x) 

cette serie normale divergente; formons la serie: 

et multiplions ces deux series mcmbre ä membre, nous trouverons: 



Sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires. 339 

et 4S" sera urie serie normale du 1°' ordre en t et qui satisfera formellement 
a réquation (3) qui est de rang 1. Gette serie 8' representera alors 
asymptotiquement une certaine intégrale u de cette équation d'aprés ce 
que nous avons demon tré au § 3. 
Si Ton pose ensuite : . 



z 



? ;j'i 



dy dx 

(les et les (^ ayant méme signification que plus haut) y sera une 
intégrale de Téquation (i). 

Je dis que y sera représenté asymptotiquement par la serie S. 

En efiFet, on pourra former d apres les régles ordinaires du calcul, 
les series sui vantes: 

Z. et 2^ 0„ 

' dx' ' dx^ 

On obtiendra ainsi deux series divergentes qui représenteront asymptotique- 
ment 



/ t^^w . ^^ f» ^' 



T0:— et -£0 



n 



dx' ' dx' 

Cela demande un mot d'explication; pour établir les égalités asymp- 
totiques: 

v- i.,d'8 x^ ^,d'u v f. <^'8 v.#» ^'^ 

^7^ %lx' 'dx'' ' dx' 'dz' 

., r 1 ^^*^ / / . d' 8' 

u laut admettre que — est represente asymptotiquement par "tt^ "^ 

dx ctx 

la méme maniére que u est represente par S'. Or les principes du § 1 

ne permettent pas en general de différentier une égalité asymptotique 

comme une égalité ordinaire. 

Mais ici cette difficulté ne peut nous arréter. En efifet u satisfait 

a une équation linéaire d'ordre n' et de rang i, qui est Téquation (3). 

d'u 
Il en résulte -immédiatement que — doit satisfaire a une équation Ii- 

néaire (8) qui sera comme Téquation (3) d*ordre n^ et de rang i. En 
reisonnant sur Téquation (8) comme sur 1 équation (3), on verrait que 
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cette équation est satisfaite forinellement par une serie normale et que 
cette serie représente asyrnptotiqucinent une des intégrales de Téquation. 

On vérifierait ensuite sans peine que cette intégrale est — et que cette 

Cut/ 






serie est -j-^- On a donc asyinptotiquement 



dt" df 
et par conséquent: 

d" u _ d" iS" 
On a donc aussi asyinptotiquement 

ax 

Il est d'ailleurs aisé de vérifier que: 
On aura donc asymptotiquement: 

'—^yy^ = l+^^-^+^X-' + ...= ,+2-, 
e ' dy _ _i Ä _|_ Ä -1 1^ y 

Si donc nous posons: 

^—ryi/i = I + ^'h 

6 dy 



a^x 



^ dx^^ = ^^ 



les fonctions w^ et öi, seront représentées asymptotiquement par les series 

1\ et l\j et on aura: 

dy ^ io^ 

ydx l + a}^ 
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Mais 

; = 1 Ö>, + Ö>J ... 

I + 6^1 

est unc fonction holoinorphe de (o^ pour ö>j == o, On peut donc, d'aprés 
les priiicipes du § i y substituer son expression asyinptotiquc 2\ d^apros 
les régles ordiiiaires du calcul; on obtiendra une serie divergente 2*3 qui 

representera asyinptotiqueinent — - — . 

Mais d'aprés les principes du niéineparagraphe, nous avons le droit 
de multiplier les deux égalités asyniptotiques: 

öl, = 2, 

d'aprés les régles ordinaires du calcul, ce qui nous donne asyinptotique- 
inent 

Si je rappelie* en outre que les principes du § i nous permettent 
d^intégrer les égalités asytnptotiques Coinnie les égalités ordinaires, j'écrirai: 

ce qui montre que logy peut étre représenté asyinptotiquement par une 
certaine serie que lon peut former aiséinent et que nous écrirons: 



X X 



ax"" + bx + Ålogx + ^-^ + ^+ ... = ax + b + k \ogx + 1\. 



Posons alors: 



y = e''''+*'aj^e'^ 



5y sera représenté asyniptotiquemcnt par 1\. Mais é^ est une fonction 
holoinorphe de yj pour jy = o; j'y puis donc substituer a la place de rj 
son expression asymptotique 2\, ce qui donne asymptotiqueinent 



y = ^'"'^^'ic^e-* 
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Il en résulte que y est represeiité asyinptotiquemeiit par une serie de 
forrae normale qui ne peut étre différente de S, 
Uégalité asymptotique 

est donc démontrée. 

Mais il convient d'observer que toutes les intégrales de Téquation 
linéaire (2) ne peuvent pas étre regardées comrne le produit d'iine inté- 
grale y de Téquation (i) par ce que devient cette méine intcgrale lorsqu^on 
change x en — x, ni méme conime le produit d'une intégrale y de Téqua- 
tion (i) par une intégrale y^ de Téquation (i') obtenue en ehangcant x 
en — X dans Téquation (i). Cette propriété nappartient quä certaines 
intégrales particuliéres de Téquation (2). 

Il résulte de la que si Ton tire y de Tégalité: 



(8) 



dy 




ydx 





la valeur de y ainsi obtenue ne sera une intégrale de Téquation (i) que 
si Ton a choisi pour u certaines intégrales particuliéres de Téquation (2). 
Parmi ces intégrales particuliéres on peut toutefois en trouver n^ qui 
sont linéairement indépendantes. 

Il est aisé de voir que parmi les intégrales de Téquation (2) il y 
en a une (que j'appellerai wj, qui est représentée asymptotiquement par 
une serie normale 5^, (en supposant par exemple, pour fixer les idées, 
que X croisse indéfiniment par valeurs reelles positives) et qui est telle 
qu'on en puisse trouver n^ — 1 autres dont le rapport ä u^ tende vers 
o quand x croit indéfiniment. 

En appelant w.^, e^g, ... , w„2 ces yi^ — i intégrales, on aura: 

m -^ = o, lim — = o, . . . , lim — = o. 

Uintégrale générale de Téquation (2) sera alors de la forme: 
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et elle sera représentée asymptotiquement par la serie Ä^S^ pourvu que 
A^ ne soit pas nuV. Ainsi Tintégrale la plus générale de Téquation (2) 
sera représentée asymptotiquement par une serie normale. 

Considérons maintenant, non plus Tintégrale la plus générale de 
réqiiation (2), mais la plus générale parmi celles qui substituées a u 
dans Féquation (8) donnent pour y une intégrale de Téquation (i). Si 
Ton veut qu'il en soit ainsi, on ne peut pas choisir les constantes d'inté- 
gration A^, -4^, ..., A^7 d'une fa9on arbitraire; il faut qu'il y ait entré 
elles certaines relations quadratiques (9). Mais quand méme on suppose 
que ces équations quadratiques (9) sont satisfaites, A^ ne sera pas nul 
en general. Donc Tintégrale de Féquation (2) la plus générale parmi 
celles qui satisfont aux relations (9) est encore représentée asymptotique- 
ment par une serie normale. 

Il suit de lä et des raisonnements développés plus haut, que Tinté- 
grale la plus générale de Téquation (i) sera représentée asymptotiquement 
par une serie normale. 

Cest dans ce sens que les resultats du § 3 peuvent étre regardés 
comme généralisés. 

Le raisonnement qui précéde s'applique encore si, le déterminant 

des équations (5) étant nul, Texpression — p- n'est plus une fonction 

rationnelle mais algébrique de rr, de t^ et de ses dérivées. Ce raisonne- 
ment est fondé en efiFet sur ce principe, démontré au § i, que toutes 
les operations du calcul sont applicables aux égalités asymptotiques, si 
Ton excepte la différentiation. Il n'est pas permis en general de diffé- 
rentier une égalité asymptotique. Mais d'aprés ce que nous avons vu 
plus haut, dans le cas particulier ou u est une intégrale d'une équation 
linéaire, il est permis de différentier Tégalité asymptotique 

Il ne se présente donc aucune difficulté. 

Il ny aurait rien ä changer aux développements qui précédent, si 
lequation (i) au lieu d'étre de rang 2 était de rang quelconque. 

Les resultats des §§ 3 et 4 peuvent donc s'étendre au cas le plus 
general, avec les restrictions énoncées plus haut. 
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Je puis donc énoncer le resultat suivant qui sera la conelusion de 
ce mémoire. 

L'intégrale la plus générale d^une équation de rang quelconque est 
représentée asymptotiqucment par une des series normales qui satisfont 
forniellernent a cette méme équation. 

Il peut y avoir exeeption si Téquation adinet des series anormales. 

Paris, 7 Février 1886. 
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LES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE 

A UN NOMBRE QUELCONQUE DE PÉRIODES 

(Premier Mémoire') 

PAB 

F. CASORATI. 

å PAVIB. 



§ T. 

Lorsque ^ j'étudiai, il y a longtemps, le celebre Mémoire: De functio* 
nibus duarum variabilmm quadrupliciter periodicis, quibtcs theoria transcen- 
dentium Abelianarum innititur publié par Jacobi en .1835 (Journal de 
Crelle-, t. 13), je n'y ai pas trouvé de raisons suffisantes pour regarder 
coinme impossible Finversion des intégrales Abéliennes, une k une, et, plus 
en general, pour regarder comme absurde la périodicité plus que double 
dans les fonctions analytiques d'une seule variable. L'adiniration, que je 
ressentais pour le grand géométre, et rimportance de la question m'enga- 
gérent a insister sur ce point, dans Tespoir que, ä laide des principes de 
la variabilité complexe, j^aurais pu parvenir a Thonneur de Téclaircir. 

Jacobi a démontré rigoureusement que, trois grandeurs cd, co', ö>" 
étant données, on peut, en general, choisir des nombres entiers m , m% m 
de maniére que le module de 



// 



" , '' 



soit moindre qu'une grandeur donnée, si petite qu'elle soit. 

Gette proposition, pour ainsi dire, arithmétique, transportée dans la 
théorie des fonctions, fait voir immédiatement qu'il ne peut pas exister 

* Ce premier Mémoire est la reproduction, corrigée par Tauteur, d^une brochure 
imprimée ä Milan en 1B85, et sert dintroduction au Mémoire plus étendu qui suit, et 
qui était inédit. 

Aeta mathematica. 8. Imprimé le 17 Aofit 1886. 44 
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de fonctions ^mi formes ayant plus de deux périodes.' Mais qu'est-ce 
qu'elle nous dit par rapport aux fonctions non uniformes? Cest la de- 
mande que je me suis faite a un certain point du Mémoire du tome 13. 

Pour les fonctions ayant un nonibre fini de valeurs pour chaque 
valeur 'de la variable on fait bien aisénient la méme conclusion que pour 
les fonctions uniformes. Mais pour les fonctions ayant une infinité de 
, valeurs (j^entends, toujours, pour chaque valeur de la variable), une con- 
clusion n'était pas aussi facile ä atteindre. 

C*est pour cela que j'ai entrepris Tanalyse de quelques équations 
diflférentielles tres simples, dont chaque intégrale devait admettre une in- 
finité de valeurs et posséder une périodicité qui serait impossible dans 
une fonction uniforme. J'ai trouvé que ces intcgrales, bien loin d'étre 
absurdes ou de ne pas posséder les caractéres de fonctions analytiques, nbn 
seulement se comportaient comme les fonctions analytiques les plus usuelles 
dans le voisinage de chaque valeur particuliére de la variable (ce que le 
théoréme de Caucuy sur Texistence des fonctions intégrales nous apprénait 
bien déja); mais aussi, qu'elles pouvaient etre continuées de proche en proche 
indéfiniment, sans obstacles, comme les dites fonctions. 

Alors je présentai une partie de ces recherches a TAcadémie des 
Sciences de Paris, qui les faisait imprimer dans ses Comptes rendus 
de déccmbre 1863 et janvier 1864. Je ne manquais pas de dire que, 
en affirmant Tabsurdité de la ipéviodxcitc. mu\ii\ylc, Jacoim n'avait probable- 
ment en vue que la classe de fonctions de laquelle font parlie les fonctions 
circulaires et elliptiques,^ c'est-a-dire, la classe des fonctions uniformes. 
Mais j'avais du aussi faire remarquer que la limite supérieure Z^ de 
• Tintégrale ;j 



J \/^(i 



— ZXi —x'Z){i - Å'Z){i —/i'Z) 
o 



nétait pas monodrome (lisez uniforme), ni avait un nomhre fini de valeurs. 

Deux périodes aussi seraicut impossiblcs (§ I du Mémoire de Jacobi) dans une 
foDction uniforme, si leur rapport devait étre réel et incommensurablc. Lorscjue nous 
dirons périodicité mnltiple que Von croit absurde, on doit y comprendre aussi le cas de 
deux périodes en rapport réel et incommensurablc entré elles. 

^ Comptes ren dus, T. 57» P- IOI9. 

' Comptes rendus, T. $S^ p. 207. — Cette fonction Z s'y trouve désignée aussi 
par (P{z). 
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J'ai pensé que Jacobi n'avait pas soup9oniié Texistence d'uiie infinité 
de valeurs pour cette fonction; car, en cas contraire, il n^aurait pas 
appliqué sa conclusion {functio tripliciter periodica non datur) a cette limite 
Z, et détourné los géométres de toute recherche sur les fonctiojis (d'une 
seule variable) inverses des intégrales.* 

Bicn que publiées dans un recueil tres répandu, mes recherches 
n^curent pns le bonheur d'attirer Tattention des géométres.^ On continua 
de croire a Tabsurdité absohie de la périodicité multiple pour les fonc- 
tions analytiques d'une seule variable. 

Des causes étrano^éres a la science m'ont éloigné ensuite de cette 
question. Cependant, je ne savais douter des resultats que j'avais obtenus, 
et je pensais que Tusage des variables coinplexes s^étendant toujours plus, 
et les conséquences de cette croyance erronée s'accuinulant et s'aggravant 
de plus en plus, le moment serjiit venu, ou j^iurais pu rappeler avec plus 
de succés Tattention bienveillante des savants sur ma thése de 1863. 

Ce moment me parait a {)r6sent arrivé. M. Fuchs, Téminent géométre 
auqucl la doctrinc des équations différentiellcs doit tant de progrés, s*ap- 
puynnt sans sotip^on sur rinterprétntion dominante du Mémoire de Jacobi, 
commcnce d'en tirer les conséquences le» plus immédiates ä Tégard des 
équations différentiellcs. ^ En rappelant que le resultat de Jacobi peut 
s'énoncer en disant que les intégrcdes de Véqtiation 

d.c , 

(a) d7i^ V^(*)' 

oii R{x) est une fonction entiere de degré super ieur å 4, ne peuvent pas 
et re regardées comme des fonctions analytiques de 11 , il ajoute: Es ist aher 
ein fur die Grundlagen der Theorie der Differential gleichungen ivesentlicher 
Umstand dass es aucli unter den Differentialgleichungen jeder Ordnung und 

* Il est, au reste, presque supcrflu de reniarquer que Tötude de ces fonctions ne va 
pas amoindrir mais augmeuter la hautc valcur des resultats döjå acquis dans la direction 
tracée par Jacobi. 

* Quelques fautes d impression en rendaient, peut-etre, la lecture difficile dés le pre- 
mier paragraphe. L obscuritci de Tautcur aura fait le reste. 

' Voir sa comraunication du 15 janvier 1885 a TAcadémie des sciences de Berlin, 
Bous lo titre: Vber den Charakter der Integrale von Differentialgleichungen zwischen com- 
plexen Variabeln. 
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jeden Grrades, wdche nicht nur Transformationen von (a) smrf, dassen solcher 
Art ffibt, wélche zwiscJwn der unabhängigen und ahhängigen Veränderlichen 
keine functionale Beziehung im geivöJmlichen Sinne des Wortes fest- 
setzen, so länge jene Veränderlichen complexe Werthe annéhmen durfen. 

Il me semble que la gravité de ces conséquences peut bien faire 
désirer un nouvel examen de leur source. 



§ 2. 

Rien de plus facile aujourd'hui que de vérifier sur le Mémoire méme 
de Jacobi Fexactitude de mes remarques. Mais je laisse de cöté mainte- 
nant toute autre observation rétrospective et je prie mes collégues, et en 
particulier M. Fuchs, dont je connais Tafifabilité comme j'admire les talents, 
d'avoir la bonté de lire ce peu de pages, ou je présente le commencement de 
mes recherches ^ d'une manicre qui me pat^ait extrémement claire et facile.^ 
En 1863 je n'avais ,pas connaissance de ces lieux représentatifs des fonc- 
tions et de leurs transformations conformes, qui aujourd'hui sont devenus 
beaucoup plus familiers. Avec leur secours, Tintuition et Tétude de ces 
fonctions périodiques, que Ton croit impossibles ou trop étranges, de- 
viennent aussi faciles que pour les fonctions usuelles. 

Je commence par expliquer monprocédé, et les dénominations qui 
s'y rattachent, sur une de ces transcendantes que lon dit élémentaires.^ 
Je prends la fonction Z définie par l'équation 

AdZ 

- dz = o. 



Z — a 



* Ne s^agissaut ici que de la question de possibilité de la périodicité multiple dans 
les fonctions analytiquss, jo ne considére que deux oas trés-simples ; Tun bien connu å une 
périodc et lautre å deux périodes. Le lectcur verra de lui méme, asscz clairement pour 
notre but, ce qu il arrive dans tout autre cas. 

' Mon exposition paraitn^ mdmo trop ddveloppée. Cest que jai voulu étre facile 
aussi pour dautres lecteurs moins exercés. 

* J'entre dans beaucoup de détails relativement ä ce cas connu, afin détre clair et 
bref dans le cas succcssiF. 
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avec la condition initiale Z = o pour z = o.^ Cest la fonction inversc 
de rintégrale 



{■) ' -/^é-.rfz. 



O 

Z 



ou bien la fonction Z implicite dans Yéquation z = A\og(i )• Nous 

savons que cette fonction n^est autre chose que rexponentielle 

z 

Z=a{i—e^)', 

mais nous voulons Tétudier, sans rien savoir, a Taide de Téquation diffé- 
rentielle ou de Téquation (i). 

Le second membre de cette éq nation a une infinité de valeurs pour 
chaque valeur de Z. Pour le rendre monodrouie par rapport a Z, nous 
savons qu'il suffit d^ernpécher Z d'accomplir des tours autour du point a.^ 
A cet effet et pour notre but, il convient d'envisager comme lieu du point 
Z une surface étendue sur le plan Z, recouvrant partout ce plan une seule 
fois, et coupée suivant une ligne (droite, si Ton veut) allant du point a 
a rinfini. Je nomine cette surface la surface monodromique pour Tinté- 
grale (i). Chaque point de cette surface est censé représenter la méme 
valeur de Z que le point qui lui est au-dessous dans le plan Z. Mais 
nous devons aussi iuiaginer que Ton dépose en chaque point de cette 
surface la valeur de Tintégrale, c'est-ä-dire la valeur de z donnée par 
rintégration de la différentielle 

A 



7j — a 



dZ 



le long d'un cheinin conduisant d*une maniére quelconque dans cette 
surface du point Z = o au point envisagé. Chaque point de la surface 



* Cette conditioD, que jajoute pour fizer Ics idées, ici comme dans la suitc, Q^entame 
en rien la nature de la recherche. Si Ton fi&ait un autre systéme z^, Z^ de valeurs ini- 
tiales^ on rcviendrait au premier en posant z =^ z^ + z' , Z ^= Z^ + Z'\ z et Z' étant les 
nouvelles variables. 0t 

' Jemploie la representation usuelle des valeurs d^une variable' compleze par les 
points dun plan. Le point a est done le point du plan Z qui représente la valeur a de 
Z. Il en est de méme pour z et pour le plan z. 



{ 
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monodromique portera donc (pour ainsi dire) un couple de valeurs cor- 
respondantes de ^ et Z. * 

Je traiisporte la surface ainsi chargée sur le plan Zj en Ty étendant 
de maniére que chaque valeur de z touibe au-dessus du point qui la 
représente dans le plan z. J'appelle la surface ainsi transformée lieu 
fondamentäl de la fonction Z, sur le plan de la variable indcpendante ^.^ 

Dans notre cas, tout le monde sait que ce Ueu recouvre une bände 
infinie de plan z contournce par deux lignes congruentes, ayant entré 
elles la différence A.2m.^ Mais je vais chercher la forine de ce lieu, 
comme si elle nous était inconnue. Pour faire cette recherche, il n'est 
pas nécessairc de déterniiner beaucoup de choses relativenient a la trans- 
formation que subit la surface monodromique en devenant lieu fondamentäl. 
Il suffit de déterminer la transformée du contour, et de plus, dans Ics 
cas successifs, les positions que viennent prendre certains points singuliers. 

J'envisagerai la surface monodromique comme bornée a Tinfini par 

, un cercle. "* Partant, son contour 

Fig. I (sur le plan Z).~ Fig. I (sur le plan z). , 

sera lormc par ce cercle, par un 
cercle infiniment petit (fig. i) autour 
du point «, et par deux lignes 2 .. 3 
et I . . 4, qui sont les bords, droit 
et gauche, de la coupure imaginée. 
Pour trouver la transformée 
de ce contour, faisons-le parcourir 

par Z, dans sa direction positive,^ et cherchons le chemin correspondant 

de z sur le plan z. 





' Nous conecvons ce point et son couple comme indissolublement lies entré eux 
dorédavant. 

' Les figuros dans ce lieu sont, comme on sait, des representations con formes des 
figures' correspondantes dans la surface monodromique. 

* Je dis que deux lignes ou figures sont congruentes entré elles lorsquo Tune peut 
venir coincider avec Tautre par une simple translation. Et dans notre plan z^ je dirai 
que la différence (de position) M — N de deux figures congruentes M et N est une cer- 
taine quantltd complexe lorsque cette quantité exprime en grandeur et en direction la 
plus petite translation par laquelk N peut allcr coincider avec M, 

* Si au plan z on substituait la sphöre z^ ce cercle infiniment grand serait con9u 
comme un cercle infiniment petit autour du point z = cx). 

* Je consorve les definitions, que je crois usuelles, de direction positive d*un contour 
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Nous désignerons par z^, Z^; z^^ Z^\ etc, les valeurs des variablas 
dans les points rnarqués i, 2, etc. dans la surface monodromique conime 
dahs le lieu fondamental. 

Z partant du point marqué i dans fig. 1 et décrivant le petit cercle 
I^.2, z partira du point marqué i dans fig. i', qui représente le lieu 
fondamental, et décrira la droite i . . 2. ^ La différence z^ — z^ étant le 
résuUat de Tintégration de la différentielle 

A • 

— rfZ 



fi — a 
pendant le tour négatif de Z autour de a, on aura 

De meme, lorsque Z décrira le grand cércle 3 . . 4, z décrira la 
droite 3.-4 de fig. i'; et Ton aura z^ — z.^ = A. 27:1. 

Z décrivant la ligne 2.-3, z décrira une ligne correspondante 2..3.' 
Enfin, quant ii la quatriéme portion 4 . . i du contour, je remarque que, 
si Z partait de i pour aller a 4, ^ décrirait (sur le plan z) une ligne 
4 . . I congruente de la ligne 2 . . 3 décrite auparavant; car rintégration* 
de la différentielle sur les deux bords de la coupure donnerait mémes 
resultats. Mais Z devant parcourir toute portion du contour dans la 

et do tour positif autour (Vun poiid adoptées aussi dans nja Teorica delle funzioni di va- 
riablli complesse (§ yo). Ici, Z décrira positlvemetit le contour, si en partant du point I, 
elle ira successivemrnt aux points 2, 3i 4i ^« 

* Je rappcllc que, pcndant ce mouvenaent, on peut poser Z — a = re**\ dZ ■= re^'' idO^ 
dz = Aidd. 

Si, ayant fixé un point I dans la fig. I, on voulait détermincr le point I corrcspondant 
dans la fig. T, on ferait mardier Z de son O au point I par tel chemin que Ton veut dans la 
fig. I, et lon déterminerait le chemin corrcspondant de z dans la fig. T par les valeurs suc- 
cessives de lintégrale (i). 

' Nimportc ici de préciser la nature géométriquc de ces ligncs. Cependant, si Ton 
veut imagincr que la coupure soit faitc suivant une droite, la ligne 2 . . 3 sera dans la 
surface monodromique une droite issue du point a, et 1 on pourra poser 

Z— a = re''', dZ=e'^^dr, 

dr , , 

Alors la diff'érentielle å intégrer devient dz = A — ; oé qui nous dit que la ligne 2.. 3 

r 

dans le lieu fondamental est une droite ayant la direction déterminée par Targument de la 

grandcur complcxc A . 
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direction positive, elle partira de 4 pour aller ä i. Alors z décrira en 
sens contraire la dite ligne congruente. 

Le lieu fondamental est donc la bände parallélogrammique exprimée 
par la fig. i'; dont les cotés 1..2 et 3.-4 doivent étre éloignés a Tinfini 
respectivement dans les directions de — -4 et ^,* si l'on veut qu'ils cor- 
respondent aux deux cercles dans leur état limite. ' 

Quant ä la distribution des valeurs de Z dans ce- lieu, il nous suffit 
de remarquer que ces valeurs sont égales entré elles dans chaque couple 
de points correspondants ' des cötés 2 . . 3 et i . . 4. Gette égalité, qui 
dans la surface monodromique est en évidence, exprime la périodicité 
de Z, comme fonction de z. 

On peut remarquer aussi que, la bände parallélogrammique tendant 
ä son état limite, les valeurs de Z en i . . 2 tendent a devenir égales a 
a, en 3.. 4 ä devenir infinies, en restant partout a Tintérieur finies et 
bien déterminées. 



§ 3. 

Prenons maintenant la fonction Z détinie par Téquation 

avec la condition initiale Z = o pour z = o. Cest la fonction inverse 

de rintégrale 

z 



o 



^ Par direction de A on cDtend celle de la droite qui va du poiot O au point A . 
Les droites perpendiculaires ä A ont la direction de Ai ou de — Ai. 

* C'est-ä-dire, lorsquc le petit cercle sera réduit au point a, et Tautre sera infini- 
ment grand. Au reste, si les cercles n^étaient pas h. Tétat limite, la transformée de fig. I 
serait toujours une bände parallélogrammique, mais finie. Car les deux bords de la coupurc 
se transforment toujours dans deux lignes congruentes, ayant entré ellos la différence A.27ri. 

* C'est-ä dire de points qui ont entré eux la méme différencc de position que les 
deux cOtés. 
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ou la fonction implicite dans Téquation 

z = A\og(^i — -')+ /?log(i —-^ 

L*intégrale (2) a, comme on sait, une double infinité de valeurs 
pour chaque valeur de Z, ä cause des multiplos arbitraires des deux 
périodes A . 27:1 et B,27n, Mais on la rédiiit monodrome en empechant 
Z de tonrner autour des points a et h. A cet effet, nous concevons 
comme lieu du point Z une surface étendue sur le plan Z et coupée 
suivant deux liornes allant des points a et b a Tinfini ^. ^ , 1 1 /7n 

^ ^ ^ Fig. 2 (sur le plan a). 

(fig. 2)/ Gette surface, dont chaque point est cense 
porter la valeur de Z avec la valeur correspondante de 
Tintcgrale (2), est notre surface fnonodromique pour cette 
intcgrale. 




Transportons cette surface sur le plan z. Il en 
résulte un certain lieu fondamental. Quel est son contour? 
Pour le reconnaitre, faisons marcher Z sur le contour de fig. 2 en direc- 
tion positive, et voyons quel est le chemin correspondant de z sur le plan z. 

Z marchant sur le cercle i ..2, z marche sur une droite parallele 

ä — A,27rL Car, le cercle i .. 2 étant inf. petit, Tintégration du second 

terme 

B 



Z—b 



dZ 



de la différentielle ne donne qu'un contribut inf. petit, et il suffit de 
considérer Tintégration du premier terme 



^ dZ, 



Z^a 



Z parvenant au point 2, on aura z^ — z^ =^ — A. 27:1. 

Semblablement, lorsque Z décrira le cercle 5 . . 6, z décrira une 
droite congruente a — B. 27:1. 

Z marchant sur une des portfons, 3.-4 ou 7.-8, du grand cercle, 



* Cette figure et le lieu fondameotal correspondant se rapportent an oas particulier, 
0^ a = I, 6 = — I, i4 = I, B = i^ avec les coupures suivant Taxe réel. Mais le 
discours est tout-ä-fait general. Toutes ces figures, datlleurs, sont purement schématiques. 

Aeta mafhfmafira. 8. Imprimé \ri SA Aodt 1886. 45 
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z marchera sur une droite paralléle a (^ + B)27ri. Car, pendant ccfte 
inarche, on peut poser 



(». 



d'ou 



Z = Re'", dZ = Be'" ide, 



dz = / -^ + — ^^ \ Md, 



c'est-a-dire, en négligeant les rapports de a et 6 ä Z, 

rf^ = (^ + B)kW. 

Venoiis enfin aux bords des coupures. Pendant que Z décrira les 
bords 2 . . 3 et 8 . . i , z décrira deux portions de contour du lien fonda- 
inental congrnentes Tune de l'autre prise en sens contraire. Méine chose, 
lorsque Z décrira les bords 4 . . 5 et 6 . . 7. 

Le contour de notre lieu fondamental sera donc formé comme il est 
exprimé schemat iquemeiit par la fig. 2'. Les portions de contour i . . 2 
et 5 . . 6, congruentes de — A , 27ri et — B , 27:1, et les portions 3 . . 4 
et 7.-8, dont la somme est congruente a {A + B)27nj doivent étre 
imaginées a Tinfini dans les directions de — -4, — B, A + B. 

Dans son lieu fondamental^ la fonction Z aura ménie valeur dans les 
points correspondants des deux cötés congruents 2 . . 3 et i . . 8, dont la 
diflférence de position est la période A . 27n\ et aura, semblablement, des 
valeurs égales entré elles dans les points correspondants des cotés 4 . . 5 
et 7 . . 6, dont la diflférence de position est B . 27ci. On peut reniarquer 
aussi que notre fonction aura la valeur a en 1 . . 2, la valeur 6 en 5.. 6, 
la valeur co en 3 . . 4 et 7 . . 8; et partout ailleurs une valeur finie et 

bien déterminée. Tout cela comme dans le cas (i). 
Mais un fait se présente ici qui ne pouvait 
se presenter auparavant; c'est que le lieu fonda- 
mental ne recouvre pas une seule fots partout la 
portion de plan z sur laquelle il s'étend. Ce 
lieu dans Tétendue P34P (fig. 2') recouvre deux 
fois le plan z^ ou, en d'autre8 termes, est constitué 
par deux couches. Il y a ici un point de ra- 
Hiification C qui appartient aux deux couches, et 



Fig. 2' (sur le plan z). 



i 
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autour duquel les dcux couches se continuent Tune dans Tautre, le loiig 
d'une ligne C^, * coinme les couches des surfaces Rienianiiiennes qui serverit 
a représenter les fonctions algébriques. 

Quelles sont les valeurs de Z et ^ en C? H f^^ut se rappeler le 
théorénie de Cauchy, qui nous assure que, jusqu'a ce que le coefficient 

différentiel 

dZ _ (Z — a){Z — h) 

'cTz ~~ {A + B)Z — {Åb + Bä) 

demeure synéctique, la fonction intégrale Z se coinportc elle-méine en 
fonction synéctique. Notre fonction ne peut donc cesser d'étrc synéctique, 
par rapport au plan z, qu'autour du point oii 

^ Ab -{■ Ba 
^= A + B • 

Voila la Valeur de Z dans le point de raraification. La valeur de z 
sobtiendra par Tintégration de 



+ ^.) dZ, 



Z — a ' Z—bJ 

depuis la valeur o jusqu'k celle que nous venons de trouver, le long d'un 
cheinin tracé comme on veut dans la surface monodrouiique. Je poserai 
pour abréger: 

/ \ Al> + Ba f/ ^ , ^ \ j^- ^ 



o 



Apres un tour autour de C dans le lieu fondamental on revient a 
la méine valeur de z mais non pas ä la niéme valeur de Z; ce n'est 
qu'aprés deux tours que Ton retrouve la méme valeur de Z. Analytique- 
raent, cela signifie que, autour de Cy notre fonction Z ne peut pas s'ex- 
primer par une serie de puissances entiéres et positives de z — C; ce- 
pendant, el le sy expriine par les puissances entiéres et positives de 

{z — C) . D'ailleurs, autour de tout autre point (oii z = Zq)^ c'est bien 
par les puissances entiéres et positives de z — z^ qu'elle peut s exprimer. 
Notre fonciipn Z est donc une fonction analytiquey aussi bien que Vexponentidle 
considérée auparavant et les autres fonctions anahjtiques usueUes, 

* LigDc que je dis de passage, et qui daos fig. 2' est désignée par dca traits. 
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Nous allons iiuiiiiteiiant renrarquer un second fiiit, dépendant du 
pi*eiiiier, qui ne se présente pas dans la representation des fonctions 
périodiques unifonnes. 

Dans le oas de la fonetion unifornie considcrée auparavant (fig. i 
et i') nous savons que, pour en coneevoir la eontinuatlon en dehors du 
lieu fondaniental, on n'a qu'a imaginer un autre lieu eongruent au fon- 
daniental, chargé des niéines valeurs de Z dans les points homologues, et 
joint au lieu fondatnental le long du bord 2.. 3 ou 4.. 1. En eon- 
tinuant de joindre aux nouveaux lieux d'autres lieux toujours eongruents 
et égalenient ehargcs, on ira reeouvrir tout le plan z. Mals on le re- 
couvre une seule fois, ee qui exprinie que eette fonetion périodique est 
uniforme. 

Dans le eas de la fonetion définie par Téquation (2), on peut en 
coneevoir la eontinuation de la niénie nianiere. La fonetion a les pcriodes 

A, 2m et B , 27:1. 

Dans le lieu fondaraental Texistenee de ces périodes se traduit, eonime 
on a vu, dans Tégalité des valeurs de Z le long des cötcs (lig. 2) 2.. 3 
et I . . 8, 4 . . 5 et 7 . . 6. Maintenant, on pourra done imaginer quatre 
lieux eongruents et joints au lieu fondamental, le long respectivement 
des quatre cotés que nous venons de nommer. A ehaeun de ces lieux 
on pourra en ajouter trois autres nouveaux, et ainsi de suite. Bien en- 
tendu, ces lieux eongruents doivent porter toujours les niémes valeurs 
de Z cgalement distribuées.^ De cette nianiere on recouvrira peu a peu le 
plan Zj comrne dans le cas de la fonetion uniforme. Mais le fait nouveau, 
qu'il faut remarquer a present, est que chaque lieu peut empiéter plus ou 
moins sur les lieux contigus. Par conséquent, le nombre des couches sur 
un méme point du plan z pourra croitre indéfiniment. Et si, envisageant 
ensemble tous ces lieux, Ton se permet de passer de Tun ä Tautre tel 
nombre de fois que ce soit, et par conséquent aussi dé traverser tel 
nombre de fois que ce soit les lignes de passage d'une a autre couche 

^ A ces lieux od peut coneevoir qu il correspond, sur Ic plan Z^ auMbt de surfaces 
monodromiques superposées Tune ä Tautre et se continuant Tune dans Tautre le long de 
leurs bords 2 . . 3, I . . 8, 4- • Si 7 • • ^' Mais il est superflu maintenant de considérer 
Qette corrcspondance, 
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(lignes hoinologues de CP), bilors oii pourra revcnir au dcssus d'uii méme 
point du plan z dans des couches toujours nouvelles et dans des positions 
non honiologues des precédcntes, oii Ton trouvera des valcurs toujours 
nouvelles pour Z. Voila donc que notre fonction sera en méme temps 
doublement périodique, monodrome dans la surface constituée par tel 
nombre que ce soit de lieux congruents, et co-drome par rapport au plan 
Zf c'est-ä-dire, admettant une infinitc de valeurs pour chaque valeur de z. 



§4. 

Qu'il mc soit pennis d'ajouter quelques remarques a ce que je viens 
de dire sur Téquation (2), bien qu'elles paraitront superflues pour le simple 
but de ce Mémoire. Cest ce que je ferai en considérant le cas particulier 
oii le rapport des deux périodes devient rcel et incommensurable. * 

Panni les fonctions que j'avais étudiées en 1863, j^avais choisi pour 
les Comptes ren dus celle qui est définie par Téquation 



' Si Ic rapport des périodes devenait commeosurablc, lo Dombre des positions dod 
hoDiologucs (dout on vicnt de parler) resterait fini. La foDction serait simplcmcat pério- 
dique, mais DOD pas uniforme, si les poiDts de diramatioD do disparaisseDt pas\ Si I on 
voulait remoDter h réquatioo (2), en y faisaDt A . 2ni = fi(0 et B . 2ni = uw^ oii /jl et u 
désignoDt des nombres eotiers premiers entré eux, on obticndrait par TiDtcgration 







V 



Si n est le degrö en Z de cette dquation, on pourra donc, en effet, représenter Z par une 
surface recouvrant n fois le plan z, Z ötaDt algébriquc par rapport k Texponentielle. 
toutes ses valeurs se trouvent döjå dans une bände recouvrant n fois un lieu fondamental 
de rexponentielle, qui est une bände de largeur o;, sur le plan z. Ainsi, par cxemple, 
dans .le cas trés-sioaple, oCl // — v = I et 6 = — a (avec <o = 2;ri), tous les couples de 

valeurs de lä 'fonction simplement périodique Z = ayjl — e* et de rexponentielle e* sont 
represen tés sur le plan z par deux couches de largeur 2m ^ superposées Tuno k Tautro et 
se coDtinuant Tunc dans Tautre le long dune ligne de passage qui part du point [formules 
(3)] oii e' = I et ij = O. Jt» 



358 



F. Casorati. 



pour donner un exemple de fonction possédant la plus simple périodieité 
que Ton disait absurde, c'est-ä-dire deux pcriodes en rapport réel et in- 
commensurable entré cUes. 

Avant de former la surfacc monodromique et le lieu fondamentul pour 
ce cas, je veux faire cette remarque générale, que le systéme des lignes de 
coupure, abstraction faite maintenant de la nature géomctrlque de leur 
cours, peut etre aussi tel ou tel autre, diftérent du systéme indiqué lig. 
2. De méme que la surface monodromique, le lieu fondamentul pourra 
done prendre une ou autre forme. 

Ainsi, en revenant au cas (4), si on fait, par exemple, les coupures a 

partir de Z = i, le long de Taxe 
Fig. 3 (sur le planiJ). réel positif, jusqu'ä Tinfini (fig. 3),* 

le lieu fondaraental sera formé de 
deux couches (fig. 3') bordées par des 
droites paralléles ä Taxe réel; les 
droites pour une couche ayant entré 
elles la distanee 2;r, et pour Tautre 
la distanee (yä — i)2;r. Ccs couches 
se continuent Tune dans Tautre le long d'une ligne de passage partant 
du point de ramification, oii la valeur de Z est ^ = — y/2, et celle de z 
est exprimée par Tintégrale rectiligne 
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On peut aussi former un lieu fondamcntal complétement simple, 
c'est-ä-dire, qui nulle part ne recouvre deux fois le plan z. Si Ton 

empéche Z de faire plus d'un 



Fig. 4 (sur le plao Z). 




F'g- 4' (»iur lo plan z). 



=S0 



demi-tour autour de rj dans la sur- 
face monodromique, z ne pourra 
faire plus d'un tour autour de C 
dans le ^ieu fondamental. 

Partant, si on fait, par exemple, 
les coupures (fig. 4) le long de tout 



* Dans cette figure^ aiosi que dans la fig. 4, a et & ont respectivcment les valeurs I et 2. 
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Taxe réel, hormis entre Z = i et Z = 2, on obtiendra le lieu fonda- 
mental tout simple indiqué fig. 4'. 

Les lieux congruents contigus au fondamental le long des bords 
2 . . 3 et I . . 8 n'empiétent pas sur lui; il y a empiétement par les deux 
autres lieux qui lui sont joints le long des bords 5.-4 et 6 . . 7. Ces 
bords dans fig. 4', étant brisés aux points de ramification, deviennent les 
lignes de passage d'une ä autre couche. 

Pour tout autre cas, de périodes en rapport réel et incommensurable 
entre elles, on aura des lieux fondarnentaux de méme forme que dans 
cas (4), mais dont les bords pourront avoir entre eux d^autres distances, 
et le point de ramification une position difi'érente. Il est méme presque 
evident que Ton peut prendre A^ B et a:b de maniére a obtenir des 
bords distants entre eux comme on veut, et a faire tomber ou Ton veut 
le point de diramation. Mais cela se rapporte a une question générale, 
qui n'a pas de place ici. 

La méthode que nous venons d^ndiquer, pour reconnaitre la maniére 
de se comporter des fonctions inverses des intégrales (i) et (2), s'applique 
immédiatement a toute intégrale de diflférentielle rationnelle. Et Ton 
trouve ainsi évidemment des fonctions dont les lieux fondamentaux sont 
contournés par tel nombre que Ton veut de couples de cötés congruents, 
ou, en d^autres tennes, Ton trouve des fonctions analytiques douées de 
tel nombre que Ton veut de périodes; chaque infini logarithmique de 
Tintégrale pouvant donner naissance a une nouvelle période. 

Nous avons pu appliquer aussi aisément la méthode aux intégrales 
de diflférentielles algébriques quelconques: car unc surface Riemannienne, 
representative de la fonction algébrique dont il s'agit, et coupée de ma- 
niére a annuler Tinfluence de la connexion multiple et des infinis loga- 
rithmiques, nous oflfrait, toute préte, notre surface monodromique. 

Pavie, novembre 1885. 
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Pour atteindre plus aisément le but que nous nous étions proposé 
en publiant le Mémoire précédent, nous n'avons considéré que les deux 
plus simples intégrales dont Tinversion engendrait des fonctions pcriodiques. 

Dans ce second Mémoire nous allons considérer particuliérement les 
intégrales elliptiques, en énon9ant en inéme temps les resultats analogues 
qui se rapportent aux intégrales Abélicnnes les plus générales. Nous ne 
nous occupons ici que de la forme des lietix fondamentaux pour les fonc- 
tions inverses de ces intégrales;^ ce qui n'est qu'un premier chapitre de 
la théorie de ces fonctions. Notre but est de familiariser les jeunes 

* Ces fonctions peuvent étre aussi caractériaées en disant, que, chacune delles (que je 
désignerai toujours ici par Z^ en désignant par z la variable indépendante) est une inte- 
grale dune équation différentielle de la forme 



.(f , .) = o. 



oii F signifie une fonction rationnelle et entiöre, k coefficients constants, de Z et de sa 
dérivée. En appliquant ici la notion de licu fondamental exclusivement b. cette classe de 
fonctions, nous remarquerons quVlle est utilement applicable dans une plus grande étendue. 
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géornétres * avec ce genre de considérations, et de les porter, par la 
simplicité et l'évidente fécondité des resultats quHls trouveront dans ce 
Mémoire, ä Tétude de ces fonctions; lesquelles se présentent tout natu- 
rellement des les premiers pas dans le calcul integral, et qui réclament 
a étre dédommagées du demi-siécle d'abandon, oii on les a laissées ä la 
suite de conclusions celebres, mais pas complétement legitimes.' 



§ 5. 

Les intégrales (i) et (2) du i*' Mémoire ne présentent que des infinis 
logarithmiques. 

Prenons maintenant des intégrales de difterentielles rationnelles qui 
n'ont que des infinis älgékriques. Ces intégrales sont des fonctions ra- 
tionnelles de Z. Leurs fonctions inverses sont donc des fonctions algé- 
briquesde z. Néanmoins il convient de les considérer aussi un peu sous 
notre point de vue. 

Prenons les cas suivants 

z 

(5) ^ = / 7^4^^ dZ=— j^^ + CmxsL 



- j {/. - a)'^^ - ~ Z^^Ta-^ 



Z 



(6) 



=/[iFé„)i + by f4-. + b2 + c»-'.. 

Ces intégrales étant monodromes, sans restriction, sur le plan Z, 
notre surface monodromique sera, dans Tun et Tautre cas, un plan sans 
coupures, étendu sur le plan Z, chaque point duquel est censé porter \b, 
valeur de Z avec la valeur correspondante de Tintégrale. 

En étendant cette surface sur le plan ^, on obtient, dans le cas (5), 

^ Qui voudront bieQ nous pardonner s ils De trouveront pas toute remarque ä la 
place qui lui serait la plus propre, et s'i1s rencoDtreront quelques repetitions, qui dans 
nne redaction plus soignée auraient pu étre évitées. 

' Si ces conclusions avaient été vraies, la plupart des équations diflférentielles 
nauraient pas admis, comme intégrales, des fonctions analytiques de la variable compleze 
indépendantc ; et par oonséquent, Tintroduction des fonctions d'une variable complexe dans 
TAnalysc, qui a paru si féconde, aurait perdu presque toute son opportunité. 

Ada mathrmaticti. 8. Imprlmé le 6 Septembre 1886. 46 
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évidemment une seule couche illimitée, cest-a-dire, encore un plan; et 
dans le cas (6), deux plans, qui se continuent Tun dans Tautre le long 
d'une ligne de passage aboutissant ä deux points de ramification. Cest 
la surface Riemannienne representative de la fonction algébrique Z. 

On remarquera, que, dans le cas (5) le lieu fondamental est fonné 
d'un seul plan, car Tintégrale a un seul infini (algébrique du i®' ordre). 
L'intégrale (6) ayant deux infinis, Tun pour Z==a et Tautre pour Z=oo, 
son lieu fondamental est composé de deux plans, dont chacun porte a 
Tinfini une de ces deux valeurs de Z.^ Kinfini de Tun de ces plans 
représente le couple z = csDj Z=a; Tinfini de Tautre le couple z = 00, 
Z = 00. 

Revenons un moment aux intégrales (i) et (2). La premiére devient 
infinie logarithmiqtiement pour Z=a et Z=cx); la deuxiéme pour Z= a, 
Z =^ b et Z = cx), si A -}- B n'est pas zéro. . Nous avons obtenu la mo- 
nodromie pour Vintégrale (i) au moyen d^une eoupure de Tun ä Tautre 
point d'infini. Dans ce ca^, le lieu fondamental est rcsulté nne seule 
bände, que nous nommerons logorithmique, dont les c6tés sont les lignes 
transformées des bords de la eoupure. Dans le cas (2), nous avons formé 
notre surface monodromique en coupant le plan suivant deux lignes, cha- 
cune terminée ä deux points d'infini, et nous avons obtenu, comme lieu 
fondamental, deux bändes logarithmiques, . chacune contournée par les 
lignes transformées des bords d'une eoupure. 

Prenons, maintenant, l'intégrale 

(7) z= ' 



=J [z— a + (Z^:^]^^' 



Gette intégrale a un infini algébrique du i®' ordre au point Z=b, et 
deux infinis logarithmiques aux points Z ^= a et Z = cx). La surface 
monodromique est la méme que pour le cas (i). Mais le lieu fondamen- 
tal n'est pas simplement une bände logarithmique (comme la fig. i'); il 

' Nous recomiDandoDS au lecteur de conccvoir le plaD (lorsquon Temploie, dans 
rétude des fonctioDS dunc variable complexe, comme lieu représentatif des valeurs de 
cette variable) comme une surface fermée k Tiofioi, de maniére k ne voir k TinfiDi qu^un 
point. Ce poiot représente la valeur de la variable que Ton dit infinie et que Ton désigne 
par le symbole co. Cette valeur est caractérisée par la valeur infinie du module, quel que 
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se compose d'une bände et d'an plan entier.^ Ces deux couches se con- 
tinuent Fune dans Tautre le long d'une ligne de passage aboutissant a 
deux points de ramification. S'il est 

A , B ^ (Z-rjXZ-rj^) 
Z — a^^iZ—by ^(Ä — a)(Z— 6)*' 

^ et rj' seront les valeurs de Z dans les points de ramification,' dont les 
positions, ou valeurs C et C de z, seront données par Tintégrale (7). 

Uinfini algébrique et un des deux infinis logarithmiques peuvent 

soit rargument; de méme que la valeur O est caractériséc, n'importe rargument, par la 
valeur zéro du module. 

Od peut se figurer au lieu du plan uoe sphére finie, comme licu représentatif des 
valeurs de la variable; se reservant de. se figurer de nouveau le plan cbaque fois que cela 
convient pour mieuz concevoir les valeurs ou les cbemins de la variable (voir les §§ 1 4 
et 19 do notre Teorica delle funzioni di variabili complesse). 

^ Si Ton congoit Z se mouvant infiniment prés du point Z = b dans la surface 
monodromique, le mouvement correspondant de z ' dans le lieu fondamental sera déter- 

m\ué presque ezclusivemcnt par le terme 7= r-r^ de la difi'érentielle dz, ^\ Z décrit un 

(Z — b) 

cercle inf. petit autour de &, on pourra poser 

Z — 6 = re**", dZ = re ^•ido) 

et regarder dz comme ezprimée par 

, B _fo, 
dz =- — e tao). 



B 

Cette formule nous dit que z décrira un grand cercle, de rayon — . Auz cercles de plus 

r 

en plus petits autour de b de la surface monodromique correspondent dans le lieu fonda- 
mental des cercles de plus en plus grands, dont la limite est 1'infini, qui doit 6tre con^u 
comme un point unique, portant le couple z = (X), Z = a, et comme étant le transformé 
du point de la surface monodromique portant le méme couple. 

' Il faut se rappeler un tbéoréme de Caught, ou, en d^autres termes, il faut se 
rappeler, que, autour dun couple {z^^ ZJ de valenrs finies de 2; et Z, il ne peut y avoir 
de ramification dans la surface representative, soit-elle étendue sur le plan z ou sur le plan 
Z, k moins que les diflférences z — z^, Z — Z, ne soicnt infiniment petites du m6me 
ordre, c'est-ä-dire, que si la dérivde dune variable par rapport å 1 autre est nulle ou in- 
finie. Car, la dérivée n'étant ni nulle ni infinie, k un tour de z autour de z^ sur le plan 
z il correspond aussi un tour de Z autour de Z^ sur le plan Z. En dautres termcs, en 
tournant autour du point {z^^ ZJ de la surface representative, étendue sur Tun ou Tautre plan, 
on rcvient au point-couple do départ apres 1 accroissement 2;r de Tanglc du rayon tournant. 
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tomber au méme point de la surface monodromique. Le lieu fondamen- 
tal ne cessera pas d'étre composé d'un plan et d'une bände. Cest ce que 
Ton reconnait bien aisément en supposant a = b (d'oii ^ = a, C= co) 
dans la formule (7). Mais, au lieu de (7), prenons, pour varier, Tintégrale 



(8) 



-/a+') 



dZ, 



x 



dont rinfini algébrique et Tun des infinis logarithmiques tombent au point 
*Z=co. L'autre infini' logarithmique tombant au point Z = o, nous forme- 
rons notre surface monodromique en coupant le plan de Z=ö k Z=oo. 
Pour faire un exercice plus complet, nous allons détermiuer en dé- 
tail le chemin de z pendant que Z décrit le contour exprimé par la fig. 5, 
qui est formé par un petit eercle CD autour de Z = o, par un grand 

cercle AHB et par les bords BC, DA 
Fig 5 (sur le plan Z). Fig 5' (sur le plan z). de la coupurc, que nous supposons 

faite suivant Taxe réel positif. Gette 
figure deviendra e5cactement notre 
surface monodromique lorsque les 
cercles se réduiront respectivement 
aux points Z = o et Z = 00, et 
les droites BC^ AD cotncideront entré 
elles sur laxe réel. 
Prenons comme limite inférieure, ou point de départ de Z, pour Tin- 
tégrale (8) le point Z = i du bord DA. 

Z allant de i k A, z marchera sur son axe réel (fig. 5') de son 
zéro (marquc o dans la figure) au point désigné par A] dont la distance 
de o est logJB + -R — i> ^^ -R ^s^ 1^ rayon du cercle AHB de la surface 
monodromique. 

Z décrivant ce cercle AHB, z décrit la courbe AHB (de la fig. 5'), 

dont les bouts B ^X A ont une différence de position, B — A, égale ä 2;zt.* 

Z décrivant ensuite le bord BC, le petit cercle CD et la portion 

2) . . I du bord DA, z décrira les chcmins marqués par les mémes lettres 

dans la fig. 5', et reviendra au point de départ, c'est-a-dire a son o. 




* En posant Z = i?e*^, doÄ dZ = Ré^^idä^ on suivra trés-aisément les variations 
siinuhanées des partios, reelle et imaginaire, de z le long do ce chemin AHB, 
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Notre lieu sur le plan z est donc formé de deux couches, qui se 

continuent Tune dans lautre le long d'une ligne de passage allant du 

point C a rinfini* Dans ce point C> de ramification, la valeur de Z est 

— I, pour laquelle le rapport dzidZ est nul. Et la valeur de z est 

donnée par Tintégrale 

—1 



=/a+o 



Prenant pour chemin d'intégration, dans la surface monodrömique, le demi- 
cercle qui va du point i ä — i, on trouve sur-le-champ ^= — 2 + tH. 

Lorsque les deux eercles de la fig. 5 se réduisent respectivement 
aux points o et co, la bände BCDA de la fig. 5' devient une bände 
logarithmique compléte, et Tautre couche devient un plan entier. 

Les cas particuliers, que nous venons de considérer, suffisent pour 
faire entrevoir que, dans le cas general d'une diflférentielle rationnelle 
quelconque R{Z)dZy le lieu fondamental de la fonction Z, inverse de 
rintégrale 

z 

(9) z ^fR{Z)dZ, 

pourra étre conyu cofnme composé par autant de plans que Tintégrale 
a d'infinis algébriques et par autant de bändes logarithmiques que Tinté- 
grale a d*infinis logarithmiques moins un. Toutes ces couches secontinue- 
ront Tune dans Fautre autour de points de ramification oii les valeurs de 
Z sont déterminées algébriquement par les coefficients de R[Z). 

Un infini algébrique de Tordre n doit étre compté comme n infinis 
du i" ordre. Il cause dans le lieu fondamental n plans, dont les infinis 
constituent un seul point (de ramification) correspondant au point de la 
surface monodrömique oii cet infini algébrique a lieu. 

Le nombre des bändes logarithmiques sera egal au nombre des in- 
finis logarithmiques moins un, comme nous Tavons dit, si, pour obtenir la 
monodromie de Tintégrale,* Ton coupera le plan en suivant autant de lignes 



^ Nous dirons ailleurs de la meilleure maoiére de réaliser cette monodromie en vue 
de la théorie de la fonction inverse de Tintégrale. 
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qu'il y a de ces infinis moins un; chaque ligne allant d'un infini a un 
autre sans rencontrer les autres lignes analogues.^ 

Passons niaintenant ä considérer les intégrales de différentielles irra- 
tionnelles. 

. § 6. 

Nous allons faire Tinversion des intégrales elliptiques, en comnien9ant 

par rintégrale de i" espéce 

z 

/dZ 
v/Z(i-Z)(i-Ä'Z) 
o 

Apres avoir traité ce cas trés-connu, nous ii'aurons que peu de choses a 
ajouter pour Tin version des intégrales de 2"* et 3"* espéce. 

Ici, au lieu d*un plan ou couche simple, il faut imaginer (étendue 
sur le plan Z) une surface Riemannienne, qui represen te la inaniére de se 
comporter du radical 

yj'Z(l —Z){1 —k^Z). ' 

^ Si, pour former la surface monodromique, on coupait le plan en suivant des lignes 
qui, . en partant d'an point oil z n^est pas infinie (et oil je désignerai par Q la valeur de 
Z), vont rcspeotivement, sans se rencontrer. aux divers points d'infini logarithmiqae ; le 
lieu fondaniental aurait autant de bändes quil y a de ces points, et chacune de ces bändes 
sétendrait sur le plan z^ non plus de fiofini k Tinfini, mais du fini k Tinfini. Figurons-nous sur 
le plan z le polygone dont les sommets sont les valeurs de z correspondant k la valeur Q 
de Z\ cette valeur se trouvant en autant de points du contour de la surface monodromique 
qu on a tiré de lignes de coupure. Les cötés de ce polygone represen ten t respectivement les 
resultats de Tintégration de la différentielle R(Z)dZ autour de cbaque point d'infini. La 
somme de ces resultats étant toujours zéro (il faut compter aussi, lorsqu^il existe, Tinfini au 
point oik Z =^ cx)), le polygone est fermé. Maintenant, imprimons k chaque cdté un mouve- 
ment de translation^ par lequel le cdtd, en commen9ant k glisser vers Tintérieur, va k 
Tinfini dans une direction finale égale k celle de la normale intéricure au cöté méme (du 
polygone). Chaque cdté engendrera précisément une bände du lieu fondamental, si les mouve- 
ments de translation sont réglds de maniére que les extrcmités de chaque cdU^ décrivent les 
transformées des bords de la coupure aboutissant k linfini correspondant. 

Il est k propos de rappeler ici que la nature géométrique de chaque ligne de coupure 
est arbitrairc. L element essen tiel dune bände logarithmique est la åifférence de position 
des cdtés congruents, c*est*å-dire la péHode; d^oii dépend aussi, comme on Ta dit, la di- 
rection de la bände k Tinfini. 
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Gette surface est constituée par deux plans, ou, en d'autres termes, est 
une surface a deux couches, dont chacune s'étend sur tout le plan Z, et 
qui se continuent Tune dans Tautre autour des points de ramification 

i 

o, I, ^, CO. 

Chaque point de cette surface est censé parter la valeur de Z (qui 
est représenté par le point qui est au dessous de lui dans le plan Z) 
avec une des deux valeurs du radical. 

Pour tracer nos figures, nous supposerons que k. est positif et plus 
petit que i^ et que les deux couches se connectent, c'est-ä-dire, se con- 
tinuent Tune dans Tautre, le long de deux lignes de passage^ dont Tune 

s'étend sur la portion o . . i et Tautre sur la portion p . . oo de Taxe 

réel positif. 

Pour des valeurs reelles de Z la fonction sous le radical sera tou- 
jours reelle, et le radical méme sera tantöt réel et tantdt purement 
imaginaire. Sa valeur sera donc de la forme +Mo\i +Mij en désignant 
par M le module, ou valeur absolue, du radical. 

La fig. 6 servira a nous u- /: / i i /!7\ 

o Fig. o (sur le plan Z). 

rappeler a chaque instant la Couche supérieure. 

nature des valeurs, reelles ou >, « — ^^ , m- ^ M 

imaginaires, du radical le long ^ ~ ^ 

de Taxe réel dans Tune des couches. Pour fixer les idées, nous regar- 
derons la couche, a laquelle cette figöre se rapporte, comme située au 
dessus de Tautre. Dans cette autre, que nous nommerons couche inférieure, 
la valeur du radical est dans chaque point contraire ^ de celle qui se 
trouve dans le point qui lui est au dessus, dans la couche supérieure. 
Conformément ä cela, notre fig. 6 nous présente deux valeurs, contraires 
entré elles, le long de chaque ligne de passage. En regardaiUt comme di- 
rection positive de ces lignes la direction positive de Taxe réel, nous pour- 
rons dire, par exemple, que le long du coté gauche de la ligne de pas- 
sage o . . I , les valeurs du radical sont negatives dans la couche supérieure 
et positives dans Tinférieure. Etc. 

Cette surface Riemannienne est triplement connexe. En y faisant 

^ Je dis ici que deux valeurs sont contraires eutre elles lorsque leur somme est uulle. 



\ 



tt 



368 F. Casorati. 

des coupures de maniére a la rendre siinplement connexe, on aura une 
surface monodroniique pour notre intégrale de i*'* espéce.^ Suivant une 
raaniére usuelle, nous fcrons une premiére coupure le long d'une ligne 
fermée, tracée arbitrairement dans la couche supérieure autour des points 
de ramification o et i ; et ensuite, une deuxiéme coupure suivant une autre 
ligne ayant ses bouts dans un méme point de la ligne précédente. Nous 
indiquerons par la fig. 7 la surface monodromique que Ton vient d'ob- 

tenir. Les lignes continues appartiennent 
Fig. 7 (sur le plan Z). ä la couche supérieure, les ponctuées ä 

^ Tinférieure. Les lignes de passage sont 

indiquées, ici comme ailleurs, par des traitfi. 

]Le contour de cette surface est constitué 
par les bords AB et CD de la premiére coupure et par les bords BO et 
DA de la deuxiéme. Pour parcourir tout le contour en direction positive^ 
en partant de ^, on doit marcher sans interruption tout le long des bords 
AB, BC, CD, 2)-4,cest-ä-dire, parcourir le chemin :iB + 5C-i- 6^2) + DX 
Imaginons-nous maintenant que Ton dépose sur chaque point de la 
surface monodromique la valeur que Ton obtient pour Tintégrale (10), 
c est-a-dire pour z, en intégrant la différentielle 

(ii) dz = 




ylZ{\ — Z)(I —k^Z) 



depuis o jusquau point susdit le long d'un chemin quelconque tracé 
dans cette surface. Partant, chaque point de cette surface monodromique 
est censé parter dorénavant une terne de valeurs correspondantes de Z, du 
radical et de ^. 

Il sagit a present de trouver quelle forme prend la surface ainsi 
chargée lorsqu*on la transporte sur le plan z, c'est-a-dire, lorsqu'on se la 
represen te étendue sur ce plan de maniére que chaque valeur de z tombe 
au dessus du point qui la représente dans le dit plan. Car, la surface 
ainsi transformée est le Ueu fondamental de Z considerée comme fonction 
de la variable indépendante z. 

Dans ce cas (10) on sait déja bion que la surface prend la forme 
d'un parallélogramme. Notre lieu fondamental nest autre chose que le 

' Car la valeur de cette intégrale prise tout le long du contour dune portion quel- 
conque de cette surface est zéro. 
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pardllélogramme des périodes de la fonction Z; qui dans ce cas est döuble- 
inent périodique et uniforme. 

Néanmoins, nous allons déterminer le contour du lieu fondamental, 
coinme s*il nous était inconnu;car, le méme procédé sert dans lescassuccessifs. 

Pour roconnaitre plus promptement le chemin que z dccrit sur son 
plan pendant que Z parcourt le contour de la surface monodromique, 
il est bon d'iinaginer que les lignes.des coupures, représentées par In fig. 
7, se restreignent de maniére a se réduire tout ä-fait sur Taxe réel entré les 

points o et i , i ^'t 7^ . De cette maniere, nous n'aurons ä faire qu avec des 

valeurs reelles de Z et les valeurs du radical dcja exprimées par la fig. 6. 

Notre surface monodromique sera donc dorénavant ce que devient 

la surface Riemannienne en cou]:)ant ses deux couchcs en Ugne droite du 

point de ramification o jusqu au point de ramification 7^ • Toutefois, pour 

plus de clarté, nous continuerons h nous en rapporter a la fig. 7, don t 
cependant nous supposerons toujours les bords AB, BC, CD, DA dans 
leur position fmah^ au dessus de Taxe rcel. 

Au dessus du point o de cet axe nous voyons deux points a et a' ^ 
du contour de notre surface monodromique. Kun appartient au bord AB 
et Tautre au bord CD. Dans cliacun de ces points la valeur de Z est 
o. Lequel des deux prenons-nous comme point de départ, ou limite in- 
férieure, de rintégrale (10)? Celui qui appartient au bord AB, Partant, 
la valeur de z en ce point sera aussi o. Quelle sera la valeur de ^ en a' ? 
Pour la trouver directement, il faudrait faire mardier Z de a a a' par un 
chemin entierement contenu dans la surface njonodromique, et faire Taddi- 
tion ou integration des valeurs que la formule (11) continuerait de donner 
pour (h. Nous verrons bientot que cette valeur est 2p^^ en désignant 
par P et P les intégrales rectilignes ^ 



1 
Ir- 






o : 



* Nous tcnons h. repeter que par «, a, A^ 7i, C, D on doit entendre, dod pas les 
points dans les positions niarqu(5es dans la fig. 7^ mvÅ^ les points dans les positions finales; 

* Daprös les notations • de Jacobi ces intégrales seraient désignéos par 2 A', 2K\ 
On verra dans la suite pourquoi nous n^adoptous pas ces notations en ce moment. 

Aeln mnthetnatira. 8. Imprimé le 13 Septembre 1886. 47 
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Au dessus du point i, du plan Z, il y a quatre points du contour; 
les points A^ B, C, D, En eux, la valeur de Z est donc i et la valeur 
du radical est zéro; quelles sont les valeurs de ^r? Pour obtenir la valeur 
de ^ en -4, faisons marcher Z de a a -4 le long de la portion aÄ du 
bord BA. Pendant ce mouvement, le radical a les valeurs indiquées au 
c6té gauche de la ligne de passage de o ä i dans la fig 6, c*est-a-dire, 
des valeurs negatives. Par conséquent, dz [formule (i i)] est aussi toujours 
negative, et la valeur de ^r en ^ est — P. 

Nous trouverons les valeurs de z en B, C, D et aussi en a', en 
faisant décrire a Z le contour de la surface monodromique; ce que nous 
allons faire tout-de-suite, mais dans le but principal de déterminer le con- 
tour du lieu fondamen tal. 

Nous ferons partir-Z du point A. Quel sera le point de départ de 
z sur le plan z? Nous venons de voir que, pendant le passage de a a 
A le long du bord BAy toutes les valeurs de dz sont negatives et leur 
somme est égale a — P. Cela signifie que, pendant ce passage, z aura 
marché sur Taxe réel négatif, du plan Zy du point o au point — P. Voila 
le point de départ de z. 

Z partant du point A et décrivant la moitié Aa du bord AB, z 
partira du point — P sur son plan et reviendra ä o. 

Z décrivant la seconde moitié aP du bord AB, z marchera de o 
au point + P; car le long d^ aB la valeur du radical (fig. 6) est positive. 

Z parcourant le bord BC, z décrira une droite representative de la 
grandeur imaginaire positive 2P'i. En efifet, tout le long de la premiére 
moitié (contenue dans la couche inférieure) du chemin, les valeurs de dZ 
étant positives et cellos du radical étant imaginaires negatives, les valeurs 
de dz seront toujours imaginaires positives et leur somme resultera égale 
a Pi. Le long de la seconde moitié, qui est dans la couche supérieure, 
les valeurs de dZ et du radical ayant des signes contraires aux précé- 
dentes, les valeurs de dz continueront a étre imaginaires positives, et 
leur somme sera de méme égale a Pi, 

De la méme maniére on reconnait que, Z décrivant les bords CD 
*ot DAy z décrira deux droites qui représentent respectivement les gran* 
deurs — 2P et — 2Pi. 

Le contour du lieu fondamental est donc le rectAngle représenté 
par la fig. 7', dont les sommets sont marqués par les mémes lettres 
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Fig. 7' (sur le {Ann z). 
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que leurs points correspoiidants 
dans lu surface monodromique. 
Dans le oas de la relation 
(10) il n'y a pas de points de 
raniification dans le lieu fonda- 
mentul; ce lieu est donc ccm- 
plétenient déterininé par son 
contour; cest-ä-dire, ce lieu est 



§ 7. 

Cherchons le lieu fondamental pour la fonction Z inverse de Tinté- 
grale de 2™® espéce 



z 



(«3) 



_ /• ZdZ 

^ ~ j ^Z{i-Z)(i-k'~Z)' 



Cette intégrale est monodrome, comnie celle de premiére espéce, 
dans la surface rcprésentée par la fig. 7. 

En conservant donc cette méuie surface coinnie monodromique pour 
le cas (13), il s'agit encore ici de trouver le chemin de z sur le plan z, 
pendant que Z parcourt les quatre bords des coupures. Le chemin de 
z sera donc encore un rectangle, que nous pourrions représenter par la 
nienie fig. 7', avec la seule différence qua present les symboles P et 
P doivent designer les valeurs des intégrales 



1 



1 



(•4) 



/ ZdZ 

- I -W' 

u 



F =-- 



^/ 



ZdZ 
M 



Mais, bien que le contour du rectangle soit encore ici le contour 
complet du lieu fondamental, le rectangle ne constitue pas h lui seul 
tout ce lieu. L'intégrale (13) devient infinie lorsque Z va a Tinfini. Eij 
d^autres termes, la valeur de z^ qui se trouve déposée au point Z = cx) 
de notre surface monodromique, est co. Le lieu fondamental doit donc 
s'étendre sur le plan z a Tiijfini. 
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Effectiveiuoiit, ce llcu est constitué par le rectungle et par un plan 
eiitler. Ce sont deux couches que, pour fixer les idets, jc noninierai 
supéneure et inférieure, en regardant le rectangle eonune supc^rposé au 
plan. Ces couehes se continuent Tune dans Tautre le long d'une ligne 
de passage aboutissant a deux points de raniification. 

On reconnait tout cela en cherchant les points de raniification. On 
trouve qu'il n^y a de raniification dans notre lieu fondamental cju^autour 
des points oii Z = o. En effet, si de Tequation 

ZdZ 

^ ^^ VZ(i - Z)(I — A-^/j 

on tire le développenient de z — z^ suivant les puissances de Z — Z^ ' 
et de celui-ci on tire le dcveloppement réciproque, c'est-a-dire, de Z — Zj 
suivant les puissances ascendantes de z — z^ ; on voit que ce développe- 
nient ne contient de puissances fractionnaires qui si Zj = o. Dans ce 

, . 2 

cas, le premier terme du développenient contient la puissiince {z — ^J\ 
Pur conséquent, si Ton tournait autour de ce point (^j, Zj =o) du lieu fon- 
damental, on ne retrouverait un meme couple de valeurs de Zj Z qu'aprés 
trois tours. ^ En d^autres termes, ce point est un point de ramification douhie. 
11 ne reste qu*ä trouver les valeurs de z pour Z = o. Pour ccla, 
on n'a qu'a comparer le lieu fondamental (fig. 7') avec la surface mo- 

* Zj et Zj étant supposées un couple de valcurs fiuies correspondantcs de z et Z. 
Quant aux valcurs infinicä, il dV cu a qu uo couple, qui dans la surface luouodromique 
est repr(^sentc par un point de ramification. Mais on voit facilemcnt que ce point d est 
plus de ramification dans le lieu fondamental. 

* On vcrra dans la suite comment on pourra faire trois tours, pendant que notre lieu 
fondamental, isoldment considéro, na que deux couches. On éviterait cette complication et 
Ton trouverait detix points de ramification simples, au lieu dun point douhlej en prenant 
la différentielle de seconde cspöco sous une forme plus générale. 

Si 1 on ne réduisait pas les coupures de la surface monodromique å passer par le 
point od Z = O, le transport de cette surface sur le plan z donnerait, pour (ISX ^" 1^®^ 
fondamental recouvrant trois fois le plan z autour du point de ramification. Les jeunes 
Icctcurs feront bien do sexercor h vérifier cela; d autant plus que de cette maniére ils 
commenccront dapercevoir les conditions que Ton doit remplir dans la formation d une 
surface monodromique afin que le lieu fondamental soit constitué commc on dit dans ce 
Mémoire. • 

La fig. 7' Qous prdsente non un seul mais deux points doubles, parce que nous 
avons voulu que le contour passé par ces points. • 
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nodroinique (fig. 7). Dans cette surface les valeurs o pour Z sont dans 
les milieux des bords AB et CD. A ces luilieux correspondent dans le 
lieu fondamental les milieux des cotés AB et CD. Ces milieux sont donc 
nos points de ramification; et les valeurs de z en eux sont o et 2V'i. 

En concevant comme ligne de passage de Tune a 
Tautre couclie la droite qui joint les points de ramifica- 
tion/ nous représenterons complétement notre lieu fon- [^"^^'^ 
damen tal par la fig. 7". 

On sait combien de profit on tire dans la théorie 
des fonctions doublement périodiques uniformes de la 
considération du lieu fondamental (parallélogramme des 
pcriodes). On en tire bien plus dans Fétude des 
fonctions non uniformes. Le lieu fondamental est une imaece trés-ex- 
pressive de la . maniére de se comporter de la fonction; il offre ä nos 
yeux, resumés dans une figure assez simple, une foule de détails que 
Ton ne pourrait embrasser aisément par le^ formules de TAnalyse. 

Il est trés-utile d^envisager simultanement le lieu fondamental et la 
surface monodromique. 

Le lieu fondamental que nous venons de trouver (fig. 7") peut en 
fournir a lui seul bien de preuves. Mais nous nous bornons ici ä quel- 
ques breves considcrations a son égard, ne voulant pas nous ccarter a 
present de notre question, de la détermination des lieux fondamentaux. 

La surface monodromique (tig. 7) recouvre partout deux fois le plan 
Z; cela nous dit qu'une quantité c quelconque se présente deux fois, 

dans deux points distincts (exccpté les cas dec = o, c;=i,c? = Tij = co) 



^ On pourrait se borocr ä dirc, dans ce cas et dans les autres, que les couches se 
continuent les unes dans les autres autour des points de ramificatim, saos parler de ligDcs do 
passage, dont sculement les extrémités (quelquefois meme une seule des deux) sont dotormi- 
nces, Icurs cours restant arbitraire. Mais nous croyons gagner en clarté en considérant 
ces ligncs et lear donnant dans nos figures une forme particuliére. 

Nous ferons aussi rcmarquer ä cc propos, que toutes los surfaccs k plusieurs couches, 
dont il est question, peuvent etre réellement construites, si Ton prend au lieu du plan 
reprdsentatif une surface finie (p. c. une sphére), et si 1 on se contente de prendre comme 
surfaces des roseaux (trös-épais, si Ton veut) dont les noeuds seuls représentent les points 
portant les valeurs, pendant que les fils servent exclusivement å exprimer quil y a con- 
tinuité dans la succession de ces valeurs ;* comme cest expliqud dans notre Teorica susdito. 
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de cette surface, coniiiie valeur de Z. La menie chose devra donc arriver 
dans le lieu fondameutal (fig. 7"). 

Dans la surface inonodromique les points qui portent une mérne 
valeur pour Z soiit disposés Tun au dessus de Tautre. Quelle est la 
disposition respective de ces points dans le lieu fondamental? Pour la 
reconnaitre, désignons par z et z[ les valeurs de z correspondant a une 
méme valeur Z de Z. ^ Nous pourrons designer nos deux points par 
{z^ Z) et (y, Z),.soit quV)n les con9oive dans la surface monodromique 
que dans le lieu fondamental. En les concevant dans la sUrface mono- 
dromique nous savons que les valeurs du radical y sont contraires entré 
elles. Par conséquent nous aurons 

dz , dz 
dZ^ dZ 
d oii 

^ -f- / = Const. 

Pour trouver cette constantc?^ iuuiginons que nos deux poiiits superposés 
s approchent p. e. du point de ramification o. Nous savons qu'aux points 
a et OL (tig. 7) les valeurs z et z' deviennent o et 2p'i. Nous aurons 
donc 

(16) Z + Z' = 2Fi. 

Cette relation, interprétée dans le lieu fondamental, nous dit que les 
points de ce lieu, qui portent la meme valeur pour Z, sont disposcs 
symétriquement par rapport au point P'i du plan z ou, ce qui est la 
méme chose, par rapport au centre du rectangle ABCD. 

Kun des points, soit (^, Z), étant fixé, Téquation (16) suffii; pour 
dcterminer (/, Z) dans le cas (10); mais non dans le cas (13). Dans 
ce dernier cas, il faut aussi savoir dans quelle couche doit étre le point 
(/, Z). Or, on reconnait tout-de-suite qu*il est dans la méme couche 
que {Zy Z). Il suftit, a cet effet, de faire aller {zy Z) a Tinfini. Le 
point (/, Z), superposé ä (^, Z) dans la surface monodromique, devra aller 
lui aussi a Tinfini, et par le chemin superposé ä celui qui sera décrit 
par {Zj Z). Dans le lieu fondamental les deux points devront aller a 

' Pour fixer les idées, sapposons que z soit la valeur existante dans la couche 
supérieure. 
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rinfini en suivant deux chemins satisfaisant a la condition (i6)^ cest-a-dire 
par deux chemins symétriques par rapport au centre du rectangle. Si 
{z, Z) va, par exemple, dans lé lieu fondamental a Tinfini parallélement a 
Taxe réel positif, {^j Z) y devra aller parallélement a Taxe réel négatif. 
Cela ne serait pas possible si les deux points de départ n'étaient pas dans 
la méme couche; car Tun des points mobiles serait arrété par le bord BC 
ou DA. 

Pour la fonction Z du oas (lo) on sait bien déja que, pour en re- 
présenter la continuation en dehors du lieu fondamental, on n'a qu*ä 
imaginer les lieux congrucnts au fondamental, chargés des mémes valeurs 
de Z dans les points homologues. Il y a quatre lieux congruents et 
joints au fondamental, le löng respectivement des quatre cotés AB^ BC^ CD, 
DA. A chacun de ceux-ci on joindra trois autres lieux; et ainsi de suite. 

Tous ces lieux congruents, en nombre infini, constituent une surface 
compléte (le reseau des parallélogrammes des périodes, recouvrant une 
seule fois tout le plan z) qui représente complétement la relation (lo); 
c'est-a-dire, qui a la propriétc que chacun de ses points représente une 
solution {Zj Z) de Téquation (lo), et que chaque solution de cette équa- 
tion y est représentée par un point.^ 

Revenons a Tintégrale de 2™® espéce. Pour représenter sur le plan 
z la continuation de sa fonction inverse Z, on joindra au lieu fondamen- 
tal, le long des c6tés AB^ BC, CDj DA, comme précédemment, quatre 

' Cette surface compléte peat étre aussi congue comme étcndae sur le plan Z, Pour 
TobtcDir sous cette forme, on doit simaginer de joindre ä notre surface monodromiquc le 
long des quatre bords AB ^ BG^ CD^ DA respectivement quatre surfaces également for- 
mées et dont les points homologues, portant les jnemes valeurs pour Z et le radlcal, portent 
pour z les valeurs que Ton obtiendrait par Tintégration de la difförentielle (ll) en suivant 
des chemins continus aboutissant h ces points homologues, mais ayant toujours pour origine 
le point qui a scrvi dorigine dans la surface monodromiquc fondamentale. Il va sans dire 
que, h. chacune des quatre surfaces nouvelles, que Ton a joint k la surface monodromiquc 
fondamentale, on doit en joindre trois autres, et ainsi de suite indéfiniment. De cette maniöre 
on obtient au dessus d'un meme point du plan Z une infinité de points appartcnant respec- 
tivemeot aux innombrables couches de cette surface complöte. Ces points portent les di- 
verses valeurs do z qui correspondent, d'aprés (lo), h une meme valeur de Z, On sait 
que ces valeurs de z ne différent des deux qui se trouvcnt dans la surface monodromiquc 
fondamentale que par les multiples des periodes correspondant aux npmbres de fois que 
les chemins dintdgratiou auront dd traverscr les ligncs de coupure. Cela est en évidence 
dans \di surface compléte congue comme étendue sur le plan z. 
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lieux congruents chargés des mémes valeurs de Z dans les pointe hoino- 
logues; et a ces quatre lieux ou joindra les autres lieux successifs, et 
ainsi de suite jusqu a recouvrir tout le plan z avec les rectangles hoino- 
logues de ÄBCD. 

Ces rectangles constituent une seule couche, un plan entier, coinme 
précédemment. Mais ä present chacun d'eux tient avec soi (au dessous 
de soi, pour fixer les idées) un plan. 

Par conséquent, la surface compléfe qui représente Téquation (13), 
est constituée par le plan ou couche des rectangles, et par Tinfinité des 
plans appartenant a chaque rectangle. Ces derniers plans n'ont entré 
eux aucune connexion; chacun d'eux est exclusivement en connexion avec 
son propre rectangle k long d'une ligne de passage, que Ton peut 
toujours s'imaginer comme étant la ligne houiologue de celle marquée 
dans la fig. 7". 

A present, on peut constater que chaque point de ramification ap- 
partient effectivement ä trois couches. Par exeinple, le point de la fig. 
7" ou ^ = o et Z = o appartient simultanément ä la couche des rect- 
angles, au plan du lieu fondamental et au plan faisant partie du lieu 
congruent qui est joint au fondamental le long de coté AB. On voit, 
tout-de-suite, que, si un point, mobile dans ces lieux réunis, tourne autour 
de ce point de ramification, il passé de Tune a Tautre des trois couches que 
nous venons de nommer et revient au point de départ apres trois tours. 

Au dessus d'un point quelconque du plan z nous avons dans la 
surface compléte une infinité de points. Cela nous dit que notre fonction 
Z n'est pas uniforme, comme celle du cas (10), mais oo-fornie, 

Mais les valeurs de Z daps tons ces points superposés sont-elles 
effectivement différentes entré elles? Certainement, en general. Cest ce 
que Ton rcconnaitra bien vite, par exemple, de la maniére suivanle. 

Chaque lieu congruent est entouré de lieux congruents chargés des 
rnemes valeurs de Z, pas autrement que sil était le lieu fondamental. 
Partant, les valeurs de Z qui se trouvent au dessus d'un point quel- 
conque du plan z sont les mémes que celles qui se trouvent au dessus 
de son congruent qui est dans TétCndue du rectangle fondamental.^ Que 
v soit donc un point du plan z contenu dans cette étendue. Au dessus 

* Nous nouiraons fondaiuentaux le rcctauglo et le plao qui composent le lieu fon- 
damental. 
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de V nous voyons, avant tout, la valeur, que je nommerai F, dé- 

posée dans le rectangle fondamental et la valeur V^^ déposée dans le 

plan fondamental. Ces deux valeurs sont diverses entré elles. Et puis, 

nous voyons les valeurs déposées dans les plans appartenant aux lieux 

congruents. Soit F^ „ celle qui est déposée dans le pl«nn appartenant au 

lieu congruent qui viendrait coHncider ave« le fondamental par une trans- 

lation exprimée par 

m . 2P + n . 2iP. , 

Evidemment, F^ „ sera la méme valeur que Ton trouve daBS le point du 
plan fondamental oii la valeur de z est 

v '\' m.2P + n. 2iF. 

Par conséquent, les valeurs de Z, qui se trouvent au dessus du point 
z = v dans les plans qui n appartiennent pas au lieu fondamental, sont 
égales aux valeurs existantes pour Z dans tous les sommets du réseau 
des périodes tracé dans le plan fondamental, ä parti r du point-sommet qui 
est au dessus de z = v. On voit bien que ces valeurs sont, en general, 
diverses entré elles; la condition de Tégalité étant la symétrie de position 
par rapport au centre du rectangle fondamental. 

§ 8. 

Nous allons déterminer le lieu fondamental de la fonction Z inverse 
de Vintégrale de 3"*" espéce 

(.7) .=/ — "' 

O 

I.a surface (fig. 7), qui nous a servi pour les intégrales de T® et de 
2"® espéce, n'est plus monodromique pour Tintégrale de 3"® espéce. Car, 
il y a maintenant deux points dans la surface autour de chacun desquels 
rintégration de la différentielle 

(18) dz = 



ne donne pas zéro pour resultat. 

Ada mathematiea. 8. Imprimé le 21 Septembre 1886. 48 
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Cos pointfi, que pour abréger je nommerai e' et e, sont ceux oii 
Z = a. Dans le voisinage de e', que je suppose dans la couche supé- 
rieure, la différentiello se comporte comme la fraction simple 

i dZ 
(19) 



et dans le voisinage de e, comme 

i dZ 

• 

^ Ma Z — a 

M„ désignant le module du radigal pour Z = a. ^ Par conséquent, si Z 
fait un tour positif autour de e', Tint^gration de (18) donnera 

2xr 

K' 

Un tour positif autour de e produirait la méme grandeur avec le signe 
contraire. 

Pour changer la dite surface en surface monodromique pour Tinté- 
grale (17), il faut donc la couper de maniére ä empécher Z de tourner 
autour de Tun de ces points sans tourner en méme temps autour de lautre. 
Nous la couperons suivant une ligne qui va de e a e' sans atteindre 
nulle part les bords AB, BCj CDy DA. Il 8'ensuit que le contour de 
notre nouvelle surface rfionodromique sera formé de deux parties séparées: 
la portion constituée par les quatre bords ABj BC, CD, DA; et lä portion 
constituée par les deux bords de la nouvelle (troisiéme) coupure. Notre 
surface ne sera pas simplement, mais doublement connexe.' 

Maintenant, il sagit de déterminer le chemin de z sur le plan z, 
pendant que Z parcourt tout le contour de cette surface. 

D'aprés les §§ 6 et 7, nous savons déja que, pendant que Z décrira 
la portion AB + BC + (^D + DA du contour, z décrira sur son plan 



^ La fig. 6 Dous dit que les valears du radical ea e et e sout — Mai et M^i. 
La fraction (19) est le seul terme du développemeDt de dz suivant les puissances crois- 

santes de Z — a qui devient infini en e\ L'intégralc y devicnt infinie comme -zrr-log^Z — a). 

* Ce qui import e cest qu^elle soit monodromique, On verra quil ne convient pas 
de s'en rapporter toujours. h une surface monodromique h oonnezion simple. 
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un contour parallélogramiiiique dont les sornmets, cest-a-dire les points 
transforinés de ^, i?, C, 2), feprésentent sur le plan z les grandeurs 

. — P, P, P + 2F/, — P + 2P'r, 

P et P désignaut niaintenant les intégrales rectilignes: 

i 

1 Ti 

O 1 

Il reste a trouver le cheniin de z, pendant que Z parcourt les bords 
de la nouvelle coupure. 

Pour tixer les idées et pour n'avoir a fairc qu'avec des valeurs 
reelles pour Z, nous supposerons niaintenant que la quantité a est reelle ^ 
et negative et que la coupure est faite le long de Taxe réel négatif, 
dans Tune eomme dans Tautre couchc.^ 

Nous nous imaginerons aussi, pour plus de clarté, coninie dans les 
tigures I et 2, des cercles infiniment petits autour des poifits s et e', et 
nous considérerons ces cercles comme faisant partie du contour de notre 
surface monodroniique, comnie si les surfaces des cercles y nianquaient. 

Partant, nous pourrons ex- 
primer notre surface monodro- ^^^' ^ (sur leplan Z). 

inique par la fig. 8, ou Ton doit oo(__ |0 (^ZI^^ ^x « 

sMmaginer que les deux cercles 

autour de s et s' sont Tun au dessous de Tautre, et que les lignes qui 

vont de ces cercles a Too sont sur Taxe réel négatif. 

La portion de contour que Z doit décrire est fonnée par les bords 
EF et GH de la coupure et par les cercles FG et HE. 

Concevons Z partant du point initial, a, et raarchant sur Taxe réel 
négatif dans la couche inférieure jusqu'a atteindre le petit cercle HEy 



' Les cdtés du rectaDgIe ABCD deviendront des droites paralléles aux axes, comme 
dans les paragraphes précédents. 

' Ed partant de e, la ligne de coupure doit donc aller, en suivant Taxo réel négatif, 
au point co; ici elle doit passer dans la couche supérieurc et parvenir, toujours en suivant 
lo dit axc, au point e\ 
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dorit je nominerai p le rayon. En méiiie teinps, z partira de son zéro, 
au milieu du coté ^B du lieu fondaraental (fig. 8'), et marchera suivant 
son axe imaginaire positif jusqu'au point (niilieu de la droite HE) qui 
représente la grandeur 



a\ p 




(21) 



laquelle est imaginaire positive, rfZ étant negative et Z — a positive 
pendant le mouvenient. 

Z fait ensuite un denii-tour ncgatif autour du point e et parvient 
au point -B (tig. 8). En méme tcmps, z décrit une droite representa- 
tive de la quantitc negative —-tt' Ce sera la moitié de la droite HE 

(tig. 8') qui termine en E. 

Z marchant da E k oo sur Taxe réel négatif, z décrira la droite 
EC (tig. 8^) representative de rintégrale 



CO 



(22) / (iJ_a)Mi' 



t.- 

a-p 



qui est imaginaire negative, dZ et Z — a étant reelles negatives le long 
de ee chemin.^ 

Z marchant de co au point F sur Taxc réel négatif dans la couche 
supérieure, z décrira la droite C^^ = E^\ car, les valeurs de dZ et du ra- 
dical étant contraires de celles qui avaient lieu dans la marche précédente 
(entré co et E), la différentielle dz re9oit les niémes valeurs que dans 
cette marche. 

Z décrivant le cercle Fö, c'est-a-dire, faisant un tour négatif autour 



^ Nous ddsigDODS par C le poiot et aussi (commc å TordiDaire) la valcur de z en cc 
point. Pour avoir cette valeur on n'a qu'å écrirc la somme des exprcssions des trois droites 
que z a parcouriies en partant de O pour parvenir å C I^a premiére droite est exprimée 

par Tintégrale (21), la dcuxiöme par — -rp et la troisiéme par Tintégrale (22). Mais on 

JxLa 

trouvera bientOt unc exprcssion plus simple pour 1^. 
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Fig. 8* 

(dur lo plao z). 

»"il 



du pöint s\ z décrira la droite FG qiii représcntc, commc -EjET, la 
grandeur reelle -rr- . 

Z décrivant le bord GH^ dont la preinicrc inoitié est dans la couche 
öupérieure et Tautre dans Finféricure, z décrira la droite GU = FE\ dout 
le tnilicu C' correspond au point du bord GH de la surface monodro- 
rnique oii Z = co. ^ • 

Enfin, Z décrivant le dcmi-cercle autour du point 5, pour revenir 
au point sur Taxe réel d ou elle a cornniencé a décrire la portion EFGII 
du contour, z décrira la moitié de la droitii HE^ qui restait 
pour compléter le périnietre fernié EFGH de la fig. 8'. 

Voila donc (tig. 8') le contour complet de notre lieu 
fondaiiicnbil. Il est constitué par les deux périmétres séparés 
ABCD et EFGH. Les cotés HE\tt FG de ce dernier doivent 
étre con9US a Tinfini, si Ton veut qu ils correspondent aux 
deux ^ cercles dans leur état liuiite, c est-a-dire lorsque les 
cercles seront réduits respectivenient aux points s et s'. 

Le lieu fondamental est composé de deux couches: la 
couche ou parallélogramnie ABCD, et la couche ou bände lö- 
ga rithniique EFGH. Pour s en persuader, on n'a qu'a achever 
la détermination du lieu par la recherche de ses points de rauiification. 

Comnie on sait, autour de points oii les valeurs de ^ et Z sont 
finies, il ne péut y avoir de ramification que si le rapport des difFé- 
rentielles est nul ou infini. Pour z et Z finies, ce rapport est nul ou 

infini pour Z=o, Z= i, Z = t^. Mais on voit tout-de-suite que pour 

ces valeurs de Z il ny a pas de ramification. 

Venons aux points ou ^ et Z ne sont pas siinultanénient finies. Nous 
n'avons pas ä nous occuper des points ou Z = a\^ iesquels, si les cercles 




]l.j^ 



^ Dans cettc surfaoo nous avons deux points oii la valcur de Z ost co. Ce sont 
Ics deux points placds au dessus du point co du plan (sphére) Z, Tun desqucls appartient 
au bord EF et Tautre au bord GH de la coupure. Dans la surface monodromiquc pré- 
c<Sdente (fig. 7) on n'avait quun seul point (le point de ramification) au dessus du point 
CO du plan Z. 

' Nous ferons ailleurs des considérations sur cette classe de points, 0^ Tintégrale 
devient infinie logarithmiquement. 
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autour dc8 poiiits s et s' ifétaieiit pas rcduits a leurs eeiitres, nappar- 
tiendraient pas niéine au licu expriiné par la iig. 8'. 

Il ne reste done qu'a considérer les poiiits ou Z = Qo; ear, partout 
ailleurs, Z est finie en mcme tenips que z. 

Si Ton veut avoir a faire avec des valeurs finies, on peut poser 

Z = yi, et ehercher commcnt se coniportc z autour, de Z\ = o. Kéqua- 
tion (i 8) nous donnera 

^. -^^ . ^-: = 6- Z'i + C.7A + c,7A + . . . 

Pour Z' = o, e'e8t-a-dire pour Z = oo, nous avfftis déja vu que z 
devient C ou C'. En intégraiit Téquation préccdentc dans le voisinage 
de C) de ce point jusqu'a un point quelconque, on obtient 



z — :=-^c,z'^ + ... 

d'ou, si Ton veut 

Partant, lorsqu^on tournera autour du point C du lieu fondaniental, on 
ne reviendra a une méme couple de valeurs de z et Z' (ou z et Z), 
c'est-a-dire a une méme point de ce lieu, qu apres trois tours. Ce point 
est done un point de ramification double, 

Méme conclusion par rapport au point C'« 

Si Ton eon9oit comme ligne de passage de Tunc a Tautre couche 
la droite ^', le lieu fondaraental de la fonction Z pour le cas (17) sera 
cxprimé complétement par la fig. 8'; ou Ton peut regarder le parallélo- 
grarame comme superposé a la bände logarithmique. 

Mais il reste a justifier la position que nous avons donnée a C et C' 

dans cette figure. Car, nous avons vu que la partie reelle de C est — ^p? 

mais nous n'avons pas encore reconnu que sa partie imaginaire est Pi. 
Cette partie est la somme des intégrales (21) et (22); il faut done dé- 
montrer que cette somme est égale a Pi. 

A cet effet, il suffit de remarquer que, les lignes MNN'M' et RSSB 
(fig. 9) constituant le contour total d'une portion de notre surface Rie- 
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mannienne dans laquelle il n'y a aucun infini logarithmique pour Vinté- 
grale (17), la valeur de cette intégrale prise le long de ce contour est 
nuUe. Et cela est vrai, quand méme la ligne R8'SR se raccourcit 

jusqua ne recouvrir que Taxe réel entré 1 et t^, et la ligne MNN'M' 

8'élargit jiisqu^ä recouvrir tout Taxe réel négatif. Or, supposons ces 
lignes dans ces positions finales. Chacune d elles se composera de deux 
parties, dont Tune sera dans la couche supérieure et superposée a Vautre 
qui sera dans la couche inférieure. Mais plus précisément, par rapport 
a MNN'M\ les points s et s' devant étre laissés au dehors de notre 
portion de surface, nous devons iraaginer que la partie MN vient couvrir 
Taxe réel négatif deoaa + ^oetdea — p k co, et former un demi- 
cercle de rayon p autour du point s ; et que M'N' vient couvrir Taxe réel 
négatif dans les mémes étendues, et former un demi-cercle autour du 
point e'. Ces demi-cercles ne sont pas 

superposés Tune a Tautre; ils recouvrent v ^*^' 9 (aur le p lan Z). 
les deux moitiés d'un cercle du plan Z. 

Maintenant, nous n'avons qu'a égaler _ 

a zéro la somme des intégrales prises le ^jir- ^ 

long des diverses parties du contour total *^* .., 

que nous venons d'indiquer. 

Le long des trois parties de MNy Tintégration donnera: 

/• dZ n f dZ 

J (Z — a) Mi Ma "^ j (Z — a) Mi ' 

O a— /O 

le long des trois parties de N'M% elle donnera : * 

f dz 1^1 r_j^__ 

J {Z-^a)Mi'^ Ma'^J {Z--a)Mi' 




a—p O 



* Pour la partie de N'M' qui recouvrc Taxc entré 00 et a — /o, rinlégration donne 

a—p 

dZ 



h 



[Z — aX— Ml) ' 

Mais, on pent écbaoger* entré elleo lea limites de Tintégrale en changeant en méme temps 
le signe de la différentielle. Meme remarque pour les autres intégrales. 
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et le long des deux lignes i^^S' et SR: 



k* å^ 



f dz r dz 

J {Z — a)Mi'^j (Z — a)Mi 



En ajoutant et égalant ä zéro, on obtient, d^aprés (20): 



J {/' — a) AU ^ J (/ — a) m *• 



O a—p 



Ce que naiis venons de faire pour rinversion des intégrales elliptiques 
peut se repeter relativement a toute intégrale Abélienne, c*est-a-dire, 
pour toute intégrale de la forme 

(23)^ z^fR{Z, U)dz, 

oii i?(Z, U) signifie une fonction rationnelle de Z et Z7, et U une fonc- 
tion algébrique de Z dans le sens le plus general.^ 

Lorsque la différentielle est rationnelle, le lieu fondaniental, considéré 
seulement sous le point de vue de la forme, peut étre con9u comrae 
coraposé d*éléments de deux espéces, je veux dire (§ 5) de plans et 
de bändes logarithmiques. Pour composer les lieux fondamentaux des 
fonctions inverses des intégrales (23), une nouvelle forme d'éléments est 
nécessaire; mais une seule. Ce sont les parallélogrammes des- couples de 
périodes qui naissent de la connexion multiple de la fonction algébrique.* 

Le lieu fondamental de la fonction Z, définie par Téquation (23), 

* Voir page 22 et 25*5, 256 de notre Teorica delle funzioni di variahili complesse. 

' Le Dombre de ces périodes est origiDairement tonjours pair. Ed faisant dans la 
surface RiemannieDoe, representative de la fonction algébrique, ce systéme de coupures que 
RnsMANN désigne par les symboles a^ et b^^ a, et 6,, etc, dans le § 1 9 de sa Theorie 
der Abel* schen Functionen (dont nous omettons ici les coupures c^, etcX on voit immédiate- 
ment que les quatre bords de ohaque couple a et 6 se transforment dans les qnatrc cOtés 
d'un parallélograinmc. 
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pourra étre con9u comme composé par autant de plans que Tintégrale 
(23) a d'infinis algébriques, par autant de bändes logarithmiques que 
rintégrale a d'infinis logarithmiques moins un, et par autant de parallélo- 
grammes que Tintégrale a de eouples de périodes provenant de la con- 
nection algébrique. Ces couches se continuent Tune dans Tautre autour 
de points de ramification, dont le noinbre (en points simples) égale le 
double du norabre des plans et parallélogrammes augmenté du nombre 
des bändes moins deux. 

En faisant abstraction de la charge, ou systéme des valeurs portées 
par les points, on peut dire que ces trois formes d'éléments correspondent 
aux trois espéces de fonctions Z uni formes contenues dans la classe (23). 
Car, si une fonction Z, définie par une équation (23), est uniforme, son 
lieu fondamental (joint, lorsqu!il a des cotés, a tel nombre que ce soit 
de lieux congruents), ne pouvant avoir aucun point de ramification, sera 
formé d'une seule couche, c'est-a-dire, d'un plan, ou d'une bände loga- 
rithmique, ou d'un parallélogramme. Et la fonction uniforme sera ra- 
tionnelle, ou simplement périodique, ou doublement périodique. 

Quant a la forme des parallélogrammes, on remarquera qu'il n'y a 
d'es3entiel que les difFcrences de position (nMmporte la nature géométrique) 
des c6tés, c'est-a-dire, les périodes. 

Ces eouples de périodes et les diverscs périodes logarithmiques sont, 
avec les différences de position des points de ramification, les données 
essentielles d'un lieu fondamental de la classe (23). 

Si toutes les périodes d'une intégrale (23) se réduisent ii 7.cro, les 
bändes et les parallélogrammes s évanouisscnt, et le lieu fondamental peut 
étre con9U comme réduit a une surface Riemannienne usuelle, representa- 
tive de la fonction Z, qui alors est algébrique. 

Les lieux fondamentaux, que nous avons trouvés dans Tinversion 
des intégrales elliptiques, nous oflFrent les plus simples combinaisons du 
parallélogramme avec les plans et les bändes.* 



* n nen serait pas de meme, si Von prenait les intégrales de 2"*° et 3"*® espfece 
sous la forme typiquc de Legendre. 

Du reste, la forme sous laquellc nous avons pris ici les intégrales de 2™® et 3™^ 
csp^ce est telle que la connection du parallélogramme avec le plan ou la bände n est pas 
effectuée de la maniére la plus générale, cest-å-dire, le long dune ligne de passage aboutis- 
sant ä deux points communs aux deux couches, sans dautres particularités. Pour les 

Acta malhematiea. 8. Imprlmé le 21 Septenibre 188C. 49 
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La plus simple combinaison de parallélogrammes entré eux nous est 
offerte par Tintégrale considérée par Jacobi dans le Méraoire qui a été 
Torigine de nos recherches.^ Car, pour la fonction Z inverse de cette 
intégrale, le lien fondaraental est constitué seulement par deax parallélo- 
grammes. 

Si Ton veut supposer, avec Jacobi, que ;f, A, /x sont des quantités 
reelles, et si a, y9 sont aussi deux quantités reelles, ou deux quantités pure- 
ment imaginaires; alors, Z marchant sur son axe réel, dz sera toujours re- 
elle ou purement imaginaire, et, par conséquent, z devra toujours marcher 
parallélement ä Tun ou a Tautre axe de son plan. Partant, si Ton réduit 
la surface Riemannienne, representative du radical, a étre monodromique 

pour rintégrale par des coupures sur Taxe réel, les c6tés du 
, , ' v lieu fondamental deviendront paralléles aux axes du plan z, 

(sur le planÄ}. ^ * *^ ^ 

Ce lieu se composera donc de deux rectangles rectilignes 
ÄBCD et A^B^C^D^ (fig. lo) également orient^s, que nous 
pouvons conccvoir se contiriuant Tun dans lautre le long 
d'une ligne de passage aboutissant a deux points C ^t C de 
ramification. Les grandeurs C et C sont les valeurs de Tin- 
tégrale dans les deux points de la surface monodromique ou 
a + pZ est nul. 

formes (13) et (17) il survient la particularité que la diiférence de position de ces poinU 
commuDS est une période. Par coDséqucnt, dans les surfaccs complétcs, dont nous avons 
commenc<^' de parler au § 7? ces points devicnnent communs h trois couches^ c'est-ii-dire, 
se comportent en point^s de ramification, non simples, mais dotibles, 
* Voir cette intégrale page 346. 
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SUR LES UNITÉS ÉLECTRIQUES. 

Extrait d'une lettre adressée ä Téditeur 



PAR 

J. BEETEAND 

å PABIS. 



Maxwell dans son traitc cl'électricité et de magnetisme a, le premier 
je crois, appelé Tattcntion sur la contradiction entré les dcux systémcs 
d^unités électriques, dits systéme électrodynamique et systeme clcctrosta- 
tique. Gette différence est tellc, pour la caraetériser par un seul exemple, 
que dans le premier, la résistance d'un fil condueteur est asswnilée a 
une vitesse et dans le second a Tinverse d'une vitesse; de telles divergences 
qui d'ailleurs porten t sur toutes les grandeurs sans exception, ne pcuvent 
étre acceptées que si considérant les unités comme arbitraires, on ne 
leur impose comme impérieusement nécessaire qu'une seule condition, 
celle d*étre rigoureusement définies. Tout systéme alors est acceptable 
et Ton peut discuter sur la simplicité, non sur la légitimité de chacun. 

Un systéme d'unitcs cependant doit remplir une condition oubliée 
jusqu'ici par les savants auteurs qui ont traité cette importante question. 
Les unités doivent étre tellement choisies qu'il puisse cxister des formules 
exprimant les théorémes de la science et invariables malgré le change- 
ment des unités fondamentales. Par exemple, la surfacc d'un rectangle 
est le produit de la base par sa hauteur 

S = BxH. 

Cette formule ne serait pas possible et aucune autre indépendante du 
choix des unités ne la remplacerait, s'il n'existait pas une dépendance 

Aeta mathematica, 8. Imprimé le 31 Septembre 1886. 
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convcnue entré Tunitc de longueur arbitraire et Tunité de surface qui 
s'eri déduit. 

En mécanique, la force centripcte a pour expression 

P 

Cette formule ne serait plus vraie et aucune autre ne serait possible et 

conimune ä tous les choix d^unités, si Ton n*avÄt établi une dépendance 

entré Tunité de force, Tunité de vitesse et les unités qui restent arbitraires, 

celle de temps, de longueur et de masse. On a, d'aprés les notations de 

Maxwell 

Force = MLT-'' 

Vitesse = ^^ 

et grace a ces conventions, on peut établir les équations de la mécanique 
qui restent invariables, ainsi que les formules résolvant un probléme 
quelconque, quelles que soient les unitcs Ly M et T. La remarque est 
fort iniportante. 

Supposons qu'un probléme ait été résolu, dans lequel Tin^onnue soit 
un temps t, et les données, une force fy une longueur /, et une masse 



m; on aura: 



t = F{ly m, f) 



et si Ton change d'unités en rendant Tunité de longueur a fois, Funité. de 
temps ^ fois et Tunité de masse j- fois plus petite, nous devrons avoir, 
quels que soient a, /9, /* 

d'ou Ton déduit sans peine, 

F{1, m, f) = Ks/"^ 

K étant un nombre. 

Si t est la durée de Toscillation d'une pendule simple, de longueur 
/, de masse m et de poids 2h on en conclut 



^ = f(«)\/v = ^'(«)v/^ 



a étant Tangle d'écartement. 
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Si t est le temps de la vibration (l'une corde de longueur Ij de inasse 
m, tendue par un poids p\ on aura 

t = K 

K étant un nombre, et aucune autre formule n'est possible. 

Pour accepter ou rejeter un systénie d'unités électriques, il est im- 
portant de savoir si, dans la solution des problémes, mis en équations 
par la thcorie, on peut, dans le systérne étudié, obtenir des forraules in- 
dépendantes du choix des unités fondaraentales. Le systérne électrodyna* 
mique remplit cette condition, le systeme électrostatique ne la remplit, pas. 

Sans remonter d'abord aux conventions fondamentales, pour les discuter, 
je prends les systemes tels qu'ils sont acceptés et je me borne a rappeler 
les dimensions de deux unités importantes, Tintensité, et la résistance. On 
a, d^aprés les conventions, en nommant J Tintensité et 2J la résistance, 
dans le systeme électrodynamique 

, _ L^AP » _ ^ 

Je ne crois pas utile de rappeler la signification de cq| symboles. 
Pour le systeme électrostatique on a, 

M^ L^ T 

T ^" ^ 7? ± 

d — ^3 ? iX — ^. 

Supposons qu'un probléme soit résolu dans lequel une partie mobile d'un 
courant étant attirée par une partie fixe du méme courant, on calcule le 
temps T nécessaire a un certain mouvement; on aura nécessairement 

(A) T = F{L, R, il/, J) 

L étant la longueur de la partie mobile, R la résistance totale du circuit, M 
la massc de la partie mobile et J Tintensité du courant tcUe que la source 
électrique le maintiendrait si le mouvement ne produisait pas une induc- 
tion qui le trouble. 

La fonction F dépendra de la definition géométrique du systeme. 

Si Ton adopte le systeme électrodynamique, et qiie les unités de 
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longueur, de temps et de masse, soient divisées par los facteurs arbitraires 
a, j9, ^ on devra avoir 

^T=F(aL,^-^,rM/-^) 

et cette équation, on le dérnontre bien aisément, ne peut étre satisfaite 
que si la fonction F est de la formc 

B \MIV) 

On peut aller plus loin: Si R est tres grand, Tinfluence de Tinduction est 
insensible, le teinps du mouvemcnt, par conséquent la fonction jF, ne 
dépend donc plus de R et Ton doit avoir, dans ce oas, 

ce qui donne 

K étant une constante. 

La fonction ¥'' se réduisant ä i/—— quand R est infini, peut étre 
représentée par 



\/^[-+»-.(^)] 



¥^ devenant nul avec la variable dont elle dépend. 

Tellcs sont les conséquences du systcme électrodynarnique. 

Acceptons maintenant le systéme électrostatique. Le changernent 
des unités reniplacera Téquation (A) par 



1 3 



et cette équation n'est possible que si Ton a 

K étant un nombre. 

Si Ton suppose, comme précédemment, que R soit tres grand, F devant 
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4 / Tt/f 

(levenir indépendant de i?, il faut que ¥*' devienne de la forine w ___ _ 

\ J it Jj 

et Ton aurait alors 
et dans le cas general 

V'\ s'annulant avec la variable dont elle dépend. 

Gette éq nation est inadmissible: quand R est infini, les forees mises 
en jeu ne dépendant pas de M, le temps, d'aprés les lois de la méca- 
niqnö, doit etre proportionnel a la racine carrée et non a la racine qna- 
triénio de M. 

Si, confiant dans les denx systémes, on veut concilier les denx for- 
nuiles et écrire 



klm-(-:^)^kP;{^) 



il Jauty on le démoiitre aisémcnt, snpposer 



\ M ) V rii^L 



on aurait alors 



formule absurde qui donne par excniple T nul quand JR est infini. 

Il est donc démontré que Fun des deux systémes est inacceptable et 
que e'e8t le systéme électrostatique. 

A quoi cela tient-il? 

Il eAt été facile de le montrer en remontant aux conventions faites 
pour établir ce systéme et de réduire cette notc a la remarque suivante. 

En nommant e une quantité dVlectricitc statique, on veta que la force 
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de répulsion de deux raasses égales a 6 a la distance r soit représentée par 

--, sans coefficient. 
r* 

* Cola est parfaitemont logitirne, on en conelut que e est de la forme 

mais on ajoute: Tintcnsitc d'un courant est mesurée par la quantité d'élec- 
trlcité qui traverse iine section dans runitc de temps, Tintonsité J est 

donc de la forme y,, et Von écrit 



J=- 






Il y a la une hypothese contestable sur rassimilation d'un courant ii un 
flux d'électrlcité et une convention sur Tunité de courant. La convention 
assigne pour dimensions de J 

mais la formule d'AMPERE, incontestée dans les conséquences pratiques, 
donne pour action de deux elements de courant 



F = 



kil ds ds ( 3 



r* 



( COS £ — - cos 6 cos ff \ 



K étant un nombre. — — est un nombre, les cosinus aussi sont des 

r 
nombres, il fa ut donc qui Kli' soit une force — et si ii\ comme on Texige 

équivaut a 

VM 

r ' 

T* 
ce produit ne peut représenter une forco que si K est de la forme — . 

Aucun problcme ne pourra donc étre résolu sans Tintroduction d'un 
coefficient variable avec Tunité de longueur et Tunité de temps. 

Le systeme électrostatique n'est acceptable qu*en vertu de ce principe: 
toute unité bien définie est legitime. Mais il ne satisfait pas a la con- 
dition principale imposée a tout systeme d'unitos, celle de permettre des 
formules ap])licables a toutes les hypothéses en laissant indépendantes les 
trois unités de longueur, de temps et de masse. 
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